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Capitolo 1
Introduzione: la struttura della relatività
generale
1.1 Lo spazio-tempo come varietà pseudo-Riemanniana
La equazioni gravitazionali di Newton, che forniscono la base teorica per la descrizione Kepleriana del moto
dei corpi celesti, e che sembrano prestarsi così bene a rappresentare le forze gravitazionali anche su scala
macroscopica di laboratorio, non sono compatibili con i principi della relatività ristretta. Le equazioni di
Newton prevedono che gli effetti dell’interazione gravitazionale si propaghino con velocità infinita; inoltre,
non ci dicono come tale interazione si trasformi passando da un sistema di riferimento ad un altro.
La teoria Newtoniana definisce infatti la forza gravitazionale generata da una sorgente statica, ma non ci
dà la forza prodotta da sorgenti in movimento. Inoltre la teoria può descrivere il campo gravitazionale di una
massa M , utilizzando il potenziale statico φ(r) = −GM/r, solo nell’approssimazione non relativistica in cui
l’energia potenziale mφ di una massa di prova m è trascurabile (in valore assoluto) rispetto alla sua energia di
riposo mc2.
Per descrivere la gravità nel regime relativistico è dunque necessario generalizzare la teoria di Newton.
Una teoria che descrive l’interazione gravitazionale dovrá prevedere ad esempio che le orbite planetarie,
anzichè descrivere delle perfette ellissi Kepleriane come prescritto dalla meccanica di Newton, siano soggette
ad una (piccola) precessione del perielio. Un moto di precessione di questo tipo infatti esiste realmente, ed è
stato messo in evidenza e misurato da una lunga serie (più che secolare) di accurate osservazioni astronomiche.
La predizione fornita ad esempio da un modello di gravità scalare è in netto disaccordo con la precessione
che viene osservata: per il pianeta Mercurio fornisce uno spostamento del perielio di circa 7 secondi d’arco per
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secolo, mentre lo spostamento osservato è di circa 43 secondi d’arco per secolo. Una discrepanza che va molto
al di là dei possibili errori sperimentali. Un modello gravitazionale basato su di un campo scalare non può
quindi rappresentare una soddisfacente generalizzazione relativistica della teoria Newtoniana.
Un approccio alternativo ad una teoria relativistica della gravità, che non fa uso di campi scalari o vettoriali,
e che si confronta favorevolmente con tutte le osservazioni finora disponibili, è il modello basato su un campo
tensoriale che viene adottato dalla teoria della relatività generale di Einstein e che permette, a livello classico,
di descrivere e interpretare le forze gravitazionali anche in modo geometrico.
Il punto di partenza di questo efficiente approccio geometrico è una radicale estensione del principio che
sta alla base della relatività ristretta e che sancisce l’equivalenza fisica di tutti i sistemi di riferimento inerziali.
Tale principio viene generalizzato dalla seguente assunzione: le leggi della fisica sono le stesse in tutti i sistemi
di riferimento, senza restringersi alla classe dei riferimenti inerziali.
La conseguenza è il cosiddetto "principio di general-covarianza": le leggi della fisica sono covarianti
rispetto a trasformazioni generali di coordinate, e non solo rispetto alle trasformazioni di Lorentz.
Queste due assunzioni, che rappresentano una generalizzazione naturale (e piuttosto innocua, all’apparenza)
dei postulati della relatività ristretta, e che stanno alla base della teoria della relatività generale, hanno una
portata rivoluzionaria. In questo contesto, infatti, diventa inevitabile rinunciare alla struttura rigida e pseudo-
euclidea dello spazio-tempo di Minkowski a favore di una struttura geometrica più generale. Nel seguito di
questo capitolo introdurremo brevemente le strutture matematiche fondamentali sulle quali si basa la teoria.
1.2 Varietá.
Una varietà pseudo-riemanniana è una varietà differenziabile dotata di un tensore metrico che rappresenta un
prodotto scalare non degenere sullo spazio tangente ad ogni punto della varietà. Questa nozione generalizza
quella di varietà riemanniana ed è utile nella formulazione della relatività generale. Per il teorema di Sylvester,
il tipo di prodotto scalare è determinato dalla sua segnatura. Se il prodotto scalare ha segnatura (n, 0), cioè è
prodotto scalare definito positivo, la varietà è detta varietà riemanniana. Una varietà lorentziana è una varietà
pseudo-riemanniana il cui tensore metrico ha segnatura (n− 1, 1).
La relatività generale modellizza lo spaziotempo come una varietà lorentziana con segnatura (3, 1). Il
principio di relatività generale, o di general-covarianza, ci porta ad uno spazio-tempo con una geometria diversa
da quella di Minkowski, e più ricca di possibili strutture. Per poter formulare dei modelli fisicamente predittivi
diventa allora necessario fare alcune "ipotesi di lavoro" sulla geometria dello spazio-tempo, così da fissare
meglio il modello che si assume valido.
A questo proposito è opportuno considerare le due ipotesi seguenti:
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• L’intervallo ds2 è una forma quadratica omogenea (in generale con coefficienti non costanti) nei
differenziali delle coordinate:
ds2 = gµυ(x)dx
µdxυ; (1.1)
• L’intervallo ds2 è invariante per trasformazioni generali di coordinate:
ds2 = gµυ(x)dx
µdxυ = gµυ(x)
∂xµ
∂x′α
∂xυ
∂x′β
dx′αdx′β = ds′2 = g′αβ(x
′)dx′αdx′β (1.2)
Con queste due ipotesi il modello geometrico prescelto risulta essere di tipo Riemanniano: un modello che
estende allo spazio-tempo a quattro (o piú) dimensioni il metodo suggerito da Gauss per descrivere in modo
intrinseco la geometria delle superfici bidimensionali.
Possiamo dunque determinare in modo intrinseco le proprietà geometriche dello spazio-tempo, introducendo
su di esso una struttura metrica Riemanniana che generalizza la descrizione usata da Gauss per le superfici,
indipendentemente dal numero di dimensioni attribuite alla varietà spazio-temporale. Va osservato, però, che le
ipotesi fatte non sono le uniche possibili: sono possibili anche ipotesi meno restrittive, e quindi più generali.
Supponiamo quindi che lo spazio-tempo abbia la struttura geometrica di una varietà Lorentziana, a quattro
dimensioni. Descriviamo cioè lo spazio-tempo come una varietà differenziabile dotata di una metrica g che
definisce i prodotti scalari in accordo ai postulati enunciati precedentemente e che può essere rappresentata
da una matrice 4× 4 reale e simmetrica, con autovalori spaziali e temporali di segno opposto. Con le nostre
convenzioni prenderemo positivo l’autovalore di tipo tempo.
Doteremo inoltre la varietá di una "connessione affine" che sia simmetrica e compatibile con la metrica. È
importante osservare che gli autovalori della metrica - così come quelli di qualunque matrice - restano invariati
per le cosiddette “trasformazioni di similarità”, ossia per le trasformazioni del tipo g → g′ = U−1gU . Gli
autovalori di g possono cambiare, però, se applichiamo una generica trasformazione di coordinate. In quel caso
infatti la trasformazione della metrica è fissata da:
g′αβ(x
′) = gµυ(x)
∂xµ
∂x′α
∂xυ
∂x′β
(1.3)
Nel contesto della geometria di Riemann la nozione di osservatore (o sistema di riferimento) inerziale, tipica
della relativita ristretta, viene sostituita dalla nozione più generale di sistema di coordinate, anche detto "carta"
nel linguaggio della geometria differenziale. La relazione tra le varie carte non è più necessariamente lineare
come nel caso delle trasformazioni di Lorentz. Inoltre, una singola carta può non essere sufficiente a ricoprire
l’intera varietà Riemanniana. In quel caso si ricorre ad un insieme di carte, detto "atlante".
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1.3 Vettori, covettori, tensori
La nozione di tensore generalizza tutte le strutture definite usualmente in algebra lineare a partire da un singolo
spazio vettoriale V .
Sono particolari tensori i vettori, gli endomorfismi, i funzionali lineari e i prodotti scalari. La genesi
del termine tensore avviene nell’ambito della meccanica dei continui, per descrivere le sollecitazioni, le
deformazioni e, appunto, le tensioni, subite dai corpi elastici.
Campi tensoriali sono ampiamente utilizzati in relatività generale e in molti altri ambiti della fisica, fra cui
l’elettromagnetismo, la meccanica dei fuidi e la meccanica dei solidi. In particolare il tensore degli sforzi e
il tensore di deformazione sono usati nella scienza delle costruzioni per definire lo stato interno di tensione
e deformazione in ogni punto di una determinata struttura. Campi tensoriali sono altresì usati in geometria
differenziale per definire su una varietà differenziabile le nozioni geometriche di distanza, angolo e volume.
Questo viene fatto tramite la scelta del tensore metrico. Tramite questa nozione, vengono quindi definiti e
studiati gli aspetti inerenti la curvatura della varietà. Altri tensori, quali il tensore di Riemann ed il tensore di
Ricci, sono strumenti importanti per questo studio.
Da un punto di vista fisico, un tensore è un oggetto molto generale, definito intrinsecamente a partire da
uno spazio vettoriale V , e quindi non dipendente da un particolare sistema di riferimento. Rispetto ad un fissato
sistema di riferimento, un vettore è rappresentato dalla ennupla delle sue componenti. Cambiando sistema di
riferimento, lo stesso vettore è espresso con una ennupla diversa.
Al mutare del sistema di riferimento le componenti di un tensore, come quelle di un vettore, sono modificate
da leggi precise. La nozione matematica di tensore è realizzata in modo rigoroso tramite l’algebra lineare.
Innanzitutto, nel linguaggio dell’algebra lineare un sistema di riferimento è una base e la legge di trasformazione
è fornita dalla matrice di cambiamento di base. Inoltre, la definizione di tensore può essere data senza fare
nessun riferimento ai sistemi di riferimento (cioè alle basi), usando le nozioni di applicazione multilineare e di
spazio vettoriale duale.
La definizione di tensore che segue è quella più intrinseca, perchè non fa uso di basi. Una definizione
alternativa, ampiamente usata in fisica, necessita di una base fissata, ed è descritta successivamente, nella
sezione dedicata alle coordinate di un tensore.
Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su un campo K. Lo spazio duale V ∗ è lo spazio
vettoriale formato da tutti i funzionali lineari da V inK. Lo spazio V ∗ ha anch’esso dimensione n. Gli elementi
di V e V ∗ sono chiamati rispettivamente vettori e covettori. Un tensore è una applicazione multilineare
T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
h
× V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k
−→ K
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La coppia (h, k) è detta ordine o tipo del tensore. Per motivi che vedremo in seguito h è detto indice di
controvarianza, k è detto indice di covarianza.
Il tensore generalizza molte nozioni definite in algebra lineare a partire da uno spazio vettoriale V . Facciamo
alcuni esempi.
• Un covettore ϕ è un elemento dello spazio duale V ∗, ovvero un tensore di tipo (0, 1). D’altra parte, un
vettore v definisce un tensore di tipo (1,0) nel modo seguente
T (ϕ) = ϕ(v) (1.4)
• Una forma bilineare è un tensore di tipo (0, 2). Fra queste, troviamo ad esempio i prodotti scalari.
• Un endomorfismo f su V definisce un tensore T di tipo (1, 1) nel modo seguente
T (ϕ, v) = ϕ(f(v)) (1.5)
É noto che, fissata una base, ogni endomorfismo si può rappresentare con una matrice n× n che ha per
colonne i vettori immagine degli elementi della base fissata. Al variare della base, cambiando questi
vettori colonna, cambierà di conseguenza anche la matrice che rappresenta l’endomorfismo.
Sia B = (a1 . . . an) una base per V . Questa induce la base duale B∗ = (α1, . . . , αn) per V ∗, definita da
αi(aj) = δ
i
j
cioè αi(v) = vi , la i-esima componente di v nella base B.
Un tensore T di tipo (h, k) è determinato dai valori che assume sugli elementi della base,
T j1···jhi1···ik = T
(
αj1 , · · · , αjk , ai1 , · · · , aik
)
Ciascuno degli h+ k indici nell’espressione precedente può variare tra 1 e n. In totale sono quindi nh+k valori.
Questi formano le componenti del tensore rispetto alla base B.
Rispetto ad un’altra base Bˆ = (aˆ1, ..., aˆn) il tensore è descritto da componenti differenti Tˆ
j1···jh
i1···ik . Le due
basi B e Bˆ sono collegate da una matrice di cambiamento di base M , definita dalle relazioni
aˆj = M
i
jai, j = 1, ..., n (1.6)
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con la convezione di Einstein che sottintende la
∑n
i=1 sull’indice ripetuto. L’indice i descrive la riga e j la
colonna della matrice. Le coordinate del tensore rispetto alle due basi sono quindi collegate tramite la relazione
Tˆ j1···jhi1···ik = M
l1
i1
· · ·M lkikN j1m1 · · ·N jhmhTm1···mhl1···lk (1.7)
dove N è la matrice inversa di M . La somma effettuata da 1 a n su tutti gli indici ripetuti.
In presenza di un tensore metrico gµν è possibile associare a ogni vettore covariante un vettore controvarian-
te. Il significato geometrico di questi può essere facilmente illustrato introducendo sulla varietà spazio-temporale
(d’ora in poi ci limiteremo a considerare quest’ultima) quattro vettori di base eµ, µ = 1, · · · , 4, definiti in
modo da essere "ortonormali" rispetto alla metrica di Riemann data, ossia definiti in modo tale che il loro
prodotto scalare soddisfi alla condizione.
eµ · eν = gµν (1.8)
Un generico vettore A si può allora rappresentare come combinazione lineare di questi vettori di base,
A = Aµeµ, (1.9)
e i coefficienti Aµ di questa combinazione lineare rappresentano le componenti controvarianti del vettore. Le
componenti covarianti, invece, sono quelle che si ottengono proiettando scalarmente il vettore A sui singoli
vettori di base:
Aµ = A · eµ (1.10)
Risulta chiaro che le quantità Aµ e Aµ coincidono solo se la base scelta individua un sistema di riferimento di
tipo cartesiano, con "assi" ortogonali. In un generico sistema combinando le relazioni precedenti, otteniamo
invece
Aµ = A
νeν · eµ = gµνAν , (1.11)
che generalizza al caso di Riemann la ben nota proprietà della metrica di Minkowski di trasformare indici
controvarianti in covarianti. D’altra parte, se gµν "abbassa gli indici", le componenti controvarianti della
metrica eseguono l’operazione inversa.
1.4 Connessione e derivata covariante
Per formulare modelli fisici nell’ambito di una varietà Riemanniana non basta aver introdotto una metrica
(che consente di definire i prodotti scalari), ma è necessario introdurre un ulteriore oggetto geometrico, detto
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connessione affine, che consente di definire il differenziale e la derivata parziale in modo covariante rispetto
a trasformazioni generali di coordinate. Infatti, contrariamente al differenziale delle coordinate, dxµ, che si
trasforma come un vettore. il differenziale ordinario di un generico vettore Aµ non si comporta, in generale,
come un vettore. Per verificarlo basta semplicemente differenziare la trasformazione vettoriale inversa:
Aµ(x) = (J−1)µνA
′ν(x′). (1.12)
Utilizzando la definizione esplicita della matrice Jacobiana
Jµν =
∂x′µ
∂xν
, (J−1)µν =
∂xµ
∂x′ν
(1.13)
otteniamo:
dAµ = (J−1)µνdA
′ν +
∂2xµ
∂x′α∂x′ν
A′νdx′α (1.14)
L’ultimo termine, che si annulla solo per matrici Jacobiane costanti - ossia per il caso particolare di trasforma-
zioni di coordinate lineari - modifica in generale la corretta forma di una trasformazione vettoriale, e rompe
la covarianza generale del modello geometrico. Per compensare tale correzione generalizziamo la nozione
di differenziale aggiungendo a dAµ un nuovo termine δAµ, che supponiamo dipenda linearmente dal vettore
A e dallo spostamento infinitesimo considerato, e che renda conto di un’eventuale variazione di A associata
al suo trasporto dal punto x al punto x+ dx (variazione intrinsecamente dovuta alla geometria della varietà
Riemanniana). Più precisamente, definiamo un differenziale generalizzato, DAµ, tale che:
DAµ = dAµ + δAµ = dAµ + Γµαβdx
αAβ (1.15)
I coefficienti Γµαβ del nuovo termine rappresentano le componenti di un opportuno "campo compensativo" (o
"campo di gauge"), che si trasforma in modo da ripristinare la corretta legge di trasformazione vettoriale per
l’espressione precedente. Poichè A e dx sono vettori, mentre dA non è un vettore, è evidente che Γ non è un
oggetto di tipo tensoriale, ma un nuovo tipo di oggetto geometrico chiamato "connessione affine".
Le proprietà geometriche di Γ sono fissate dalla sua legge di trasformazione, che a sua volta risulta fissata
dalla richiesta che DAµ si trasformi come un vettore controvariante. Imponiamo dunque che valga la legge di
trasformazione
DAµ = (J−1)µν(DA
ν)′, (1.16)
e scriviamo esplicitamente il membro sinistro e il membro destro di questa equazione in funzione di Γ e Γ′.
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Usando le equazioni (3.61), (3.62) il membro sinistro si può riscrivere come
dAµ = (J−1)µνdA
′ν +
∂2xµ
∂x′α∂x′β
dx′αA′β + Γµλσ(J
−1)λα(J
−1)σβdx
′αA′β (1.17)
e il membro destro come
(J−1)µν (dA
′ν + Γ′ναβdx
′αA′β) (1.18)
Uguagliando i coefficienti di dx′αA′β che appaiono nei due membri, semplificando i termini simili, e
moltiplicando per Jρµ, arriviamo così alla legge di trasformazione della connessione affine:
Γ′ραβ = J
ρ
µ(J
−1)λα(J
−1)σβΓ
µ
λσ (1.19)
Per trasformazioni di coordinate lineari il termine con le derivate seconde si annulla, e Γ si trasforma come un
tensore di rango 3. Per una generica trasformazione di coordinate, invece, la relazione Γ′(Γ) non è omogenea, a
conferma del carattere non-tensoriale dell’oggetto. Si noti, però, che la parte antisimmetrica della connessione,
Qραβ = Γ
ρ
[αβ] ≡
1
2
(
Γραβ − Γρβα
)
(1.20)
chiamata torsione, si trasforma sempre come un tensore
Una volta definito il differenziale in forma covariante è immediato introdurre la corrispondente derivata
parziale covariante (che indicheremo col simbolo∇αAµ), facendo il limite del rapporto incrementale tra DAµ
e lo spostamento infinitesimo dxα. Si ottiene:
∇αAµ = ∂αAµ + ΓµαβAβ (1.21)
Il primo termine, ottenuto dal differenziale ordinario, coincide con l’ordinaria derivata parziale. Si noti che
i due termini che contribuiscono a ∇αAµ non si comportano, separatamente, come oggetti tensoriali, ma la
loro somma è un tensore a tutti gli effetti, in quanto DAµ edxα hanno le corrette proprietà di trasformazione
vettoriale. L’operatore differenziale covariante ∇α (il cosiddetto gradiente covariante) si comporta dunque
come un vettore rispetto a trasformazioni generali di coordinate.
Nota l’azione di∇α sul vettore controvariante Aµ, la corrispondente azione su un oggetto di tipo covariante
Bµ si ottiene considerando il prodotto scalare BµAµ e osservando che la trasformazione di uno scalare non
coinvolge la matrice Jacobiana, per cui il differenziale covariante di uno scalare coincide col suo differenziale
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ordinario. Applicando la regola di Leibnitz alla derivata di un prodotto abbiamo quindi
∇α(BµAµ) = (∇αBµ)Aµ +Bµ∇αAµ ≡ ∂α(BµAµ) = (∂αBµ)Aµ +Bµ∂αAµ (1.22)
Sostituendo a ∇αAµ dalla (1.21), e semplificando, si ottiene
Aµ∇αBµ + ΓµαβAβBµ = Aµ∂αBµ (1.23)
da cui, uguagliando i coefficienti di Aµ,
∇αBµ = ∂αBµ − ΓβαµBβ (1.24)
Si noti che il contributo della connessione alla derivata di un oggetto covariante è di segno opposto a quello che
appare nella derivata di un oggetto controvariante, Eq. (1.21).
In modo analogo possiamo ottenere la prescrizione covariante per la derivata di un oggetto tensoriale di
rango e tipo arbitrario, osservando che un tensore di rango n sugli indici controvarianti e rango m sugli indici
covarianti si comporta (rispetto alle trasformazioni di coordinate) come il prodotto di n vettori controvarianti e
m vettori covarianti.
Possiamo riassumere dicendo che la derivata covariante di un oggetto tensoriale si costruisce dalla sua
derivata parziale aggiungendo un termine di contrazione con la connessione affine per ognuno dei suoi
indici. Tale termine aggiuntivo va preso col segno + e con la prescrizione dell’Eq. (1.21) per indici di tipo
controvariante, col segno − e con le prescrizioni dell’Eq. (1.24) per indici di tipo covariante. Per un tensore
misto di rango 2, ad esempio, otteniamo la seguente derivata covariante:
∇αTµν = ∂αTµν + ΓµαβT βν − ΓβανTµβ (1.25)
1.5 Equazione delle geodetiche
La nozione di differenziale covariante di un vettore, introdotta in Eq. (1.15), può essere applicata in particolare
al vettore tangente di una curva, e alla sua variazione lungo la curva stessa. Consideriamo una curva immersa
in una varietà Riemanniana, con equazione parametrica xµ = xµ(τ), e tangente uµ = dxµ/dτ . Si noti che uµ
è un vettore, in quanto il parametro τ è scalare. Uno spostamento infinitesimo lungo la curva si può esprimere
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come dxµ = uµdτ , e il differenziale covariante (1.15), per uno spostamento lungo la curva, diventa
DAµ = dAµ + Γµαβu
αAβdτ (1.26)
Il limite del rapporto incrementale DAµ/dτ definisce la derivata covariante di Aµ lungo la curva,
DAµ
dτ
=
dAµ
dτ
+ Γµαβu
αAβ (1.27)
Tale derivata può anche essere scritta, in modo equivalente, come la derivata parziale covariante diAµ proiettata
sulla tangente uµ, ossia:
uα∇αAµ = uα∂αAµ + ΓµαβAβ ≡
DAµ
dτ
. (1.28)
Consideriamo ora il differenziale covariante della tangente, Duµ. Una curva si dice autoparallela (o anche
geodetica affine) se la derivata covariante della tangente lungo la curva stessa è nulla, ossia se
Duµ
dτ
=
duµ
dτ
+ Γαβ
µuαuβ = 0. (1.29)
Questa condizione esprime il fatto che la tangente è "covariantemente costante" lungo la curva, e generalizza la
condizione di tangente costante, duµ/dτ = 0, che caratterizza le traiettorie rettilinee dello spazio euclideo. La
curva autoparallela generalizza dunque la nozione di retta al caso di varietà dotate di connessione affine diversa
da zero.
È importante notare che l’Eq. (1.29) contiene solo la parte simmetrica della connessione, in quanto il
tensore uαuβ è simmetrico. Come visto in precedenza tale parte non è di tipo tensoriale, e può essere
localmente eliminata. Questo significa che l’equazione della geodetica affine si può sempre ridurre, localmente,
all’equazione di una retta.
Fino a questo punto abbiamo trattato la connessione affine come un oggetto geometrico definito sulla
varietà spazio-temporale in modo indipendente dalla metrica, e necessario, al pari della metrica, per descrivere
la struttura geometrica dello spazio-tempo. La metrica serve a definire i prodotti scalari e rende conto della
distorsione del modulo di un vettore, punto per punto, rispetto alla spazio euclideo; la connessione serve a
definire il differenziale covariante e rende conto della deformazione di un vettore, in direzione e modulo,
dovuta al suo trasporto da un punto ad un altro. In generale, entrambi gli oggetti g e Γ vanno dunque specificati
per caratterizzare in modo completo la geometria della varietà data. Ci possono essere allora due situazioni
alternative. Se g e Γ sono indipendenti si dice che la varietà possiede una struttura geometrica metrico-affine.
Invece, se Γ può essere espressa in funzione di g e delle sue derivate parziali, allora la metrica - da sola - è
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sufficiente a descrivere la geometria della varietà, e si dice che la varietà possiede una struttura di tipo metrico.
Questa seconda situazione è quella che si realizza nel contesto della geometria Riemanniana, dove si impongono
delle opportune condizioni sulle 64 componenti indipendenti di Γ in modo tale che le componenti residue
siano completamente calcolabili in funzione della metrica. Tali condizioni, come vedremo, sono motivate
da considerazioni di carattere fenomenologico strettamente legate all’interazione gravitazionale classica dei
corpi macroscopici. Per determinare l’eventuale relazione tra connessione e metrica consideriamo la derivata
covariante del tensore metrico,∇αgµν , e scriviamola esplicitamente tre volte permutando ciclicamente i tre
indici α, µ, ν. Applicando le regole di derivazione covariante abbiamo:
∇αgµν = ∂αgµν − Γβαµgβν − Γβανgµβ ≡ Nµνα (1.30)
∇µgνα = ∂µgνα − Γβµνgβα − Γβµαgνβ ≡ Nναµ (1.31)
∇νgαµ = ∂νgαµ − Γβναgβµ − Γβνµgαβ ≡ Nαµν (1.32)
Abbiamo introdotto, per comodità, il tensore Nµνα = ∇αgµν , simmetrico nei primi due indici.
Moltiplichiamo ora la prima equazione per 1/2, la seconda e la terza per -1/2, e sommiamole tra loro.
In questo modo alcuni termini si combinano in modo da dare la parte simmetrica e antisimmetrica della
connessione, e otteniamo:
1
2
(∂αgµν − ∂µgνα − ∂νgαµ) + Γα(µν) − Γν[αµ] − Γµ[αν] = 1
2
(Nµνα −Nναµ −Nαµν) (1.33)
Ricordando la definizione (1.20) di torsione aggiungiamo Qµνα = Γ[µν]α ad entrambi i membri, e portiamo
al membro destro le derivate parziali della metrica, così da ricostruire e isolare, al membro sinistro, la
connessione affine completa:
Γα(µν) +Qµνα ≡ Γµνα = 1
2
(∂µgνα + ∂νgαµ − ∂αgµν) +Qµνα +Qαµν +Qανµ
+
1
2
(Nµνα −Nναµ −Nαµν). (1.34)
Moltiplicando per gρα per riportare la connessione alla sua forma canonica (con il terzo indice in alto) otteniamo
infine
Γρµν =
{
ρ
µν
}−Kµνρ +Wµνρ, (1.35)
dove {
ρ
µν
}
=
1
2
gρα(∂µgνα + ∂νgαµ − ∂αgµν) (1.36)
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definisce i cosiddetti simboli di Christoffel,
Kµν
ρ = −(Qµνρ −Qνρµ +Qρµν) (1.37)
definisce il tensore di contorsione, costruito con la torsione, e
Wµν
ρ =
1
2
(Nµν
ρ −Nνρµ −Nρµν) (1.38)
definisce il cosiddetto tensore di non-metricità.
Il risultato di questo semplice calcolo è molto importante e istruttivo perchè illustra chiaramente la possibilità
di ottenere, in generale, tre diversi tipi di contributi indipendenti alla connessione affine: i) dalle derivate
parziali della metrica, ii) dalla torsione, e iii) dalle derivate covarianti della metrica.
Esistono quindi varie possibili classi di connessione, che differiscono per le condizioni che imponiamo
sulle sue componenti. In particolare, una connessione è detta simmetrica se Qµνρ = Γ[µν]
ρ = 0, ed è detta
metrico-compatibile se Nµνρ = ∇ρgµν = 0. Connessione diverse corrispondono a varietà spaziotemporali con
strutture geometriche diverse.
Nell’ambito della geometria di Riemann e della teoria della relatività generale di Einstein si fa l’ipotesi
che la connessione sia simmetrica (Q = 0) e metrico-compatibile (∇g = 0). In questo caso K = 0 = W , e la
connessione si riduce a quella di Christoffel,
Γρµν =
1
2
gρα(∂µgνα + ∂νgαµ − ∂αgµν) ≡ ρµν (1.39)
In questo contesto è sufficiente la metrica a determinare completamente la geometria dello spazio-tempo.
Inoltre, la connessione è simmetrica, non contiene parti tensoriali, e può essere sempre localmente eliminata in
un’opportuna carta inerziale, in accordo al principio di equivalenza.
Nel seguito di questo capitolo e nei capitoli successivi assumeremo sempre che la connessione con cui
lavoriamo è simmetrica e metrico-compatibile, e dunque esprimibile nella forma di Christoffel (1.39).
Se accettiamo un modello di spazio-tempo basato su di una struttura geometrica Riemanniana dobbiamo
chiederci, innanzitutto, come trasferire in tale contesto i risultati della fisica Minkowskiana. Il principio di
equivalenza ci dice che le equazioni della relatività ristretta rimangono localmente valide in un’opportuna carta
inerziale e in una regione dello spazio-tempo sufficientemente limitata. Però, per essere globalmente estese
su di una varietà Riemanniana diversa da quella di Minkowski, tali equazioni devono essere opportunamente
generalizzate. La procedura che ci permette di farlo correttamente è il cosiddetto principio di minimo
accoppiamento.
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In accordo al principio di relatività generalizzato le leggi fisiche devono essere rappresentate da equazioni
che risultino covarianti rispetto a trasformazioni generali di coordinate. Se consideriamo, in particolare,
sistemi fisici descritti da equazioni che sono già covarianti nello spazio-tempo di Minkowski, possiamo allora
immergere tali sistemi in un contesto geometrico Riemanniano - ossia rendere le loro equazioni general-
covarianti - mediante una semplice procedura detta “principio di minimo accoppiamento”. In pratica, questa
procedura consiste nell’effettuare le seguenti operazioni:
1. sostituire nei prodotto scalari la metrica di Minkowski con la metrica di Riemann, ηµν −→ gµν ;
2. sostituire ovunque le derivate parziali con le derivate covarianti, ∂µ −→ ∇µ;
3. usare opportune potenze di
√−g per saturare a zero i pesi delle densità tensoriali. In particolare,
nell’integrale di azione, usare la prescrizione d4x→ d4x√−g.
Con questa procedura, effettuata direttamente nelle equazioni del moto oppure - più correttamente - nell’azione
che descrive il sistema, si "accoppia" il sistema alla geometria della varietà Riemanniana. L’accoppiamento è
minimo nel senso che dipende solo dalla metrica e dalle sue derivate prime (la connessione), e quindi scompare
nel limite in cui, localmente, g → η e Γ→ 0, in accordo al principio di equivalenza.
Per discutere la possibilità di rappresentare geometricamente gli effetti dell’interazione gravitazionale
chiediamoci innanzitutto come si muove un corpo di prova immerso in una varietà Riemanniana, descritta
da una metrica arbitraria. Consideriamo, come semplice esempio, una particella puntiforme di massa m, e
cerchiamo la sua equazione del moto partendo dall’azione libera nello spazio di Minkowski. Applicando il
principio di minimo accoppiamento otteniamo l’azione
S = −mc
ˆ
ds = −mc
ˆ √
dxµdxµ = −mc
ˆ √
dxµdxνgµν = −mc
ˆ
dτ
√
x˙µx˙νgµν , (1.40)
valida in una generica varietà Riemanniana. Nell’ultimo passaggio abbiamo indicato con il punto la derivata
rispetto al parametro temporale τ , che è scalare rispetto a trasformazioni generali di coordinate, e che
parametrizza la cosiddetta "linea d’universo" xµ = xµ(τ), ossia la traiettoria spazio-temporale della particella.
È utile notare che questa azione può essere riscritta in una forma che è più semplice - senza la radice
quadrata - ma equivalente ai fini dinamici. A tale scopo basta introdurre un campo ausiliario V (τ) (che agisce
da moltiplicatore di Lagrange), con dimensioni dell’inverso di una massa, e considerare l’azione:
S = −1
2
ˆ
dτ(V −1x˙µx˙νgµν +m2c2V ) ≡
ˆ
dτL(x, x˙) (1.41)
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La variazione rispetto a V fornisce il vincolo
x˙µx˙νgµν = m
2c2V 2 (1.42)
Risolvendo per V , e sostituendo nell’Eq. (1.41), si ritrova esattamente l’azione di partenza (1.40). Per ottenere
l’equazione del moto possiamo usare indifferentemente una delle due azioni precedenti.
Variamo dunque l’azione rispetto alle coordinate xµ del corpo di prova, fissando il parametro τ in modo
che risulti proporzionale al tempo proprio lungo la "linea d’universo" della particella. Otteniamo:
∂L
∂xµ
= − 1
2V
x˙αx˙β∂µgαβ , (1.43)
∂L
∂x˙µ
= − 1
V
gµν x˙
ν (1.44)
e le equazioni di Eulero-Lagrange forniscono:
0 = − d
dτ
∂L
∂x˙µ
+
∂L
∂xµ
= gµν x¨
ν + x˙αx˙ν∂αgµν − 1
2
x˙αx˙β∂µgαβ
= gµν x¨
ν +
1
2
x˙αx˙β(∂αgµβ + ∂βgµα − ∂µgαβ). (1.45)
Moltiplicando per gρµ si ottiene infine
x¨ρ + Γαβ
ρx˙αx˙β = 0 (1.46)
dove Γ è la connessione di Christoffel definita precedentemente.
L’equazione del moto (1.46) corrisponde esattamente all’equazione della cosiddetta curva geodetica. Corpi
di prova puntiformi, liberi di muoversi in uno spazio-tempo di Riemann descritto dalla metrica gµν , seguono
dunque fedelmente le geodetiche della metrica data. Per come è stata ottenuta è evidente che la geodetica
rappresenta la traiettoria che estremizza il cammino tra due punti della varietà Riemanniana. È anche evidente,
dal confronto con l’Eq. (1.29), che la geodetica coincide con la curva autoparallela se la connessione coincide
con quella di Christoffel, come appunto avviene nel contesto della relativitá generale che stiamo considerando.
In un contesto geometrico più generale, in cui la connessione contiene anche termini di torsione e/o
non-metricità, i corpi di prova puntiformi continuano a muoversi lungo le geodetiche definite dalla connessione
di Christoffel associata alla metrica - in accordo al principio variazionale di minima azione - ma tali traiettorie
non sono più autoparallele.
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1.6 Il tensore di Riemann
Per arrivare a una descrizione completa e quantitativamente precisa dell’interazione gravitazionale in termini
geometrici ci manca ancora, però, un’importante nozione: quella di tensore di curvatura (o tensore di Riemann).
Per rappresentare la dinamica gravitazionale in maniera geometrica corretta dobbiamo rispettare le proprietà
fisiche fondamentali del campo gravitazionale. A questo proposito va richiamato, innanzitutto, il principio di
equivalenza, secondo il quale gli effetti del campo gravitazionale sono localmente indistinguibili da quelli di un
sistema accelerato.
Questa equivalenza, valida in una regione sufficientemente limitata di spazio e di tempo, permette di
eliminare gli effetti gravitazionali introducendo un’opportuna carta che fornisce un riferimento localmente
inerziale. L’esempio classico di tale riferimento è quello dell’ascensore in caduta libera nel campo di gravità
terrestre: un corpo di prova dentro l’ascensore galleggia liberamente rispetto alle pareti, come se l’ascensore si
trovasse in una regione di spazio priva di campi gravitazionali.
Però, se prendiamo in considerazione non uno ma due corpi di prova dentro l’ascensore, c’è un’importante
differenza fisica tra le due situazioni appena menzionate - ossia, caduta libera in un campo dato e assenza
reale di campo - che emerge subito chiaramente. Supponiamo, ad esempio, che i due corpi di prova siano
inizialmente a riposo all’istante iniziale t0: allora, per t > t0, essi resteranno a riposo nel caso dell’ascensore
situato in una regione priva di gravità, mentre acquisteranno un moto relativo di avvicinamento accelerato nel
caso dell’ascensore in caduta libera.
Quest’ultimo effetto è dovuto al fatto che i due corpi cadono lungo traiettorie che non sono parallele, ma
convergenti verso la sorgente del campo (il centro di gravità terrestre). Perciò, anche se i due corpi hanno una
velocità relativa che è nulla all’istante iniziale, v(t0) = 0, la loro accelerazione iniziale relativa a(t0) è diversa
da zero.
In presenza di un generico campo gravitazionale è possibile eliminare, sempre e completamente, l’acce-
lerazione gravitazionale in un punto qualunque dello spazio ad un dato istante t0, ma non è mai possibile
eliminare l’accelerazione tra due punti distinti - non importa quanto vicini - allo stesso istante. Se prendiamo i
due punti su due distinte traiettorie geodetiche, in particolare, ci sarà sempre tra loro un’accelerazione relativa
(prodotta dalla gravità, che tende a distorcere e a focalizzare le traiettorie) non eliminabile neppure localmente.
In assenza di campo gravitazionale, al contrario, le geodetiche dei corpi liberi - indipendentemente dalla carta
prescelta - sono rette dello spazio-tempo di Minkowski, con accelerazione relativa nulla.
Questo ci porta alla seguente conclusione: data una metrica definita sulla varietà spazio-temporale, e
dato un fascio di traiettorie geodetiche associate a quella metrica, l’accelerazione tra due punti localizzati su
due geodetiche differenti dipende esclusivamente dalla distorsione delle traiettorie prodotta dall’interazione
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gravitazionale, e caratterizza senza ambiguità la presenza (o l’assenza) di un campo. Ai fini di una corretta
rappresentazione geometrica del campo gravitazionale diventa quindi importante determinare in modo preciso
tale accelerazione, che è descritta dalla cosiddetta equazione di "deviazione geodetica" che ora deriveremo
esplicitamente.
Consideriamo due corpi di prova liberi, immersi in una varietà spaziotemporale Riemanniana dotata
della metrica gµν , e in moto lungo due traiettorie geodetiche parametrizzate dalla variabile scalare τ , che
identificheremo con il tempo proprio. Supponiamo che questi due corpi siano infinitamente vicini e che le due
geodetiche, xµ(τ) e yµ(τ), abbiano una separazione infinitesima controllata dal quadrivettore (di tipo spazio)
ξµ(τ), tale che:
yµ(τ) = xµ(τ) + ξµ(τ) (1.47)
Cerchiamo un’equazione che determini l’evoluzione temporale della loro separazione, restando al primo ordine
in ξµ. A tal scopo scriviamo le due equazioni geodetiche,
x¨µ + Γµαβ x˙
αx˙β = 0 (1.48)
x¨µ + ξ¨µ + Γµαβ(x+ ξ)(x˙
α + ξ˙α)(x˙β + ξ˙β) = 0 (1.49)
(il punto indica la derivata rispetto a τ ). Nella seconda equazione espandiamo la connessione nel limite ξ → 0,
trascurando termini di ordine ξ2 e superiore:
x¨µ + ξ¨µ + [Γµαβ(x) + ξ
ν∂νΓ
µ
αβ(x) + · · · ](x˙αx˙β + 2x˙αξ˙β + · · · ) = 0 (1.50)
Sottraendo da quest’ultima equazione l’Eq. (1.48) abbiamo allora
ξ¨µ + 2Γµαβ x˙
αξ˙β + ξν(∂νΓ
µ
αβ)x˙
αx˙β = 0 (1.51)
che fornisce l’accelerazione tra le due geodetiche in funzione della connessione e delle sue derivate prime.
Il risultato ottenuto non è facilmente interpretabile, perchè non è scritto in una forma esplicitamente
covariante. A questo si può rimediare ricordando la definizione di (1.26) di derivata covariante lungo una curva:
applicando tale definizione al quadrivettore ξµ, lungo la curva geodetica xµ(τ), si ottiene:
Dξµ
dτ
= ξ˙µ + Γµαβ x˙
αξβ . (1.52)
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Applicando la definizione una seconda volta,
D2ξµ
dτ2
=
d
dτ
Dξµ
dτ
+ Γµλσx˙
λDξ
σ
dτ
= ξ¨µ + Γµαβ(x¨
αξβ + x˙αξ˙β) + x˙ν(∂νΓ
µ
αβ)x˙
αξβ + Γµλσx˙
λ(ξ˙σ + Γσαβ x˙
αξβ) (1.53)
si arriva ad una relazione esplicita tra l’accelerazione ξ¨µ e la sua forma covariante D
2ξµ
dτ2 . Eliminando in questa
relazione ξ¨µ con l’Eq. (1.53), e x¨µ con l’Eq. (1.50), si trova che i termini contenenti x˙ξ˙ si semplificano tra
loro, e si ottiene infine:
D2ξµ
dτ2
= −x˙β x˙αξν
(
∂νΓ
µ
βα − ∂αΓµβν + ΓρβαΓµρν − ΓρβνΓµαρ
)
(1.54)
Questa equazione si può riscrivere in forma compatta come
D2ξµ
dτ2
= −ξνRµναβ x˙β x˙α, (1.55)
dove
Rβµνα = ∂µΓ
β
να − ∂νΓβµα + ΓβµρΓρνα − ΓβνρΓρµα (1.56)
è un oggetto geometrico che rappresenta un tensore di rango quattro noto col nome di tensore di Riemann.
L’Eq. (1.55) (detta equazione di deviazione geodetica) determina in forma covariante l’accelerazione relativa
tra due geodetiche la cui separazione spaziale, di ampiezza infinitesima, è parametrizzata dal vettore ξµ(τ).
Poichè tale accelerazione è prodotta, fisicamente, dall’interazione gravitazionale, e poichè essa è controllata,
geometricamente, dal tensore di Riemann (1.56), ne consegue che è proprio tale tensore a caratterizzare la
presenza o l’assenza di un campo gravitazionale nella varietà spazio-temporale data, e a descriverne (in caso di
presenza) gli effetti.
Il tensore di Riemann, d’altra parte, è anche l’oggetto geometrico che descrive in modo covariante le
proprietà di curvatura di una varietà Riemanniana, e che permette di distinguerla senza ambiguità dallo spazio-
tempo "piatto" di Minkowski. Si può infatti dimostrare in maniera rigorosa che l’annullarsi del tensore di
Riemann è condizione necessaria e sufficiente affinchè esista una trasformazione di coordinate che riduca la
metrica alla forma di Minkowski, gµν = ηµν , dappertutto.
In altri termini, una generica metrica gµν(x) descrive uno spazio-tempo "curvo" se e solo se R
β
µνα 6= 0. In
caso contrario la metrica data corrisponde a una particolare parametrizzazione "accelerata" dello spazio-tempo
di Minkowski, ma la deviazione tra le geodetiche è nulla, e non ci sono effetti gravitazionali inclusi nella
geometria. Questo ci porta all’importante (e interessante) conclusione che gli effetti fisici dell’interazione
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gravitazionale si possono identificare (e rappresentare) geometricamente con la curvatura dello spazio-tempo.
Se vogliamo costruire una teoria geometrica relativistica del campo gravitazionale dobbiamo dunque specificare
come le sorgenti gravitazionali "producano" curvatura, e come questa curvatura si propaghi attraverso lo
spazio-tempo.
Nel termine di questa sezione mostriamo alcuni approfondimenti inerenti il tensore di Riemann. Un tensore
di rango quattro, in uno spazio-tempo a quattro dimensioni, ha in generale 44 = 256 componenti. Il numero di
componenti indipendenti del tensore di Riemann è invece molto minore, grazie alle proprietà di simmetria dei
suoi indici e alle identità che esso soddisfa.
Una prima proprietà, che risulta evidente dalla definizione (1.56), è l’antisimmetria negli ultimi due indici
Rβαµν = R
β
α[µν] (1.57)
Una seconda proprietà del tensore di Riemann - scritto in forma covariante come tensore di tipo (0, 4) - è
l’invarianza rispetto allo scambio della prima coppia di indici con la seconda:
Rβµνα ≡ gβρRρµνα = Rναβµ (1.58)
Ne consegue che il tensore deve essere antisimmetrico anche nei prime due indici, e quindi:
Rµναβ = R[µν][αβ]. (1.59)
Questa proprietà ci dice che Rµναβ ha lo stesso numero di componendi intipendenti del prodotto tensoriale di
due tensori antisimmetrici di rango due, per cui il numero totale delle sue componenti indipendenti si riduce da
256 a 6× 6 = 36. Se ora prendiamo la parte completamente anstisimmetrica degli ultimi tre indici otteniamo
la condizione
Rβ[µνα] = 0 (1.60)
nota col nome di "prima identità di Bianchi". Esso impone 4× 4 = 16 condizioni sulle componenti del tensore
di Riemann. Rimangono dunque, alla fine, solo 36− 16 = 20 componenti indipendenti.
Concludiamo la sezione presentando le possibili contrazioni del tensore di Riemann. Contraendo un indice
della prima coppia con un’indice della seconda otteniamo il cosiddetto tensore di Ricci,
Rνα ≡ Rµνµα = R(να), (1.61)
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che è simmetrico nei suoi due indici. La traccia del tensore di Ricci definisce la cosiddetta curvatura scalare,
R = Rν
ν = gναRνα. (1.62)
Combinando la curvatura scalare e il tensore di Ricci si ottiene il cosiddetto tensore di Einstein,
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, (1.63)
che gioca un ruolo importante nelle equazioni del campo gravitazionale.
1.7 L’Equazione di Einstein
Col tensore di Riemann, introdotto nel capitolo precedente, abbiamo completato la lista dei principali ingredienti
geometrici necessari per la formulazione di una teoria gravitazionale relativistica: la metrica, la connessione e
la curvatura.
L’equazione di deviazione geodetica ci ha mostrato che gli effetti dinamici del campo gravitazionale sono
contenuti nel tensore di curvatura - che contiene il quadrato della connessione, e quindi il quadrato delle
derivate prime della metrica. Una teoria gravitazionale relativistica simile alle teorie di campo già note, che
sono basate su equazioni differenziali del second’ordine nei potenziali, si può quindi ottenere introducendo la
metrica nell’azione dei campi materiali mediante il principio di minimo accoppiamento, ed usando il tensore di
curvatura come termine cinetico per la metrica stessa. Combinando la curvatura scalare e il tensore di Ricci si
ottiene il cosiddetto tensore di Einstein,
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, (1.64)
che gioca un ruolo importante nelle equazioni del campo gravitazionale. Possiamo adesso scrivere la famosa
Equazione di campo di Einstein
Rµν − 1
2
gµνR =
8piG
c4
Tµν (1.65)
con Tµν Tensore di energia-impulso. Una sorgente viene descritta dalla sua energia e impulso, proprio tramite
tale tensore. In termini della metrica, abbiamo un sistema di equazioni differenziali non lineari del secondo
ordine che la determinano. Il tensore Tµν è simmetrico deve soddisfare la condizione di "conservazione"
covariante
∇µTµν = 0 (1.66)
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Il tensore più semplice compatibile con questa condizione, che contenga fino alle derivate parziali seconde del
potenziale gravitazionale (parallelamente al caso newtoniano) è appunto il tensore di Einstein definito sopra. Il
collegamento tra il Tensore di Einstein e quello di Energia-Impulso determina quindi l’equazione di campo di
Einstein.
Data una certa sorgente con delle determinate caratteristiche, la risoluzione delle equazioni di campo
fornisce la metrica che deriva dalla presenza di una sorgente di quel tipo. La gravità quindi non è vista come nel
caso di Newton come una forza che agisce a distanza, ma come l’espressione della curvatura dello spaziotempo,
una varietà pseudo-riemanniana. A sua volta, la curvatura è determinata dalla distribuzione nello spazio di
massa, energia e pressione, secondo l’equazione di campo.
Capitolo 2
Visualizzare la geometria della relatività
generale
2.1 Visualizzare uno spazio-tempo curvo
Da quando la teoria della relatività generale è stata “messa sul mercato” ha lasciato perplesse le menti dei fisici
e le persone in generale. Infatti si dice che all’inizio del secolo un giornalista chiese a Sir Arthur Eddington
di commentare l’idea che ci fossero solo tre persone in tutto il mondo ad aver capito la teoria di Einstein. La
risposta di Eddington fu “Chi è il terzo?”.
Oggi il numero di fisici che hanno compreso la relatività generale è molto più grande. Per la gente comune
però la teoria è ancora avvolta da una sorta di “mistero”. In particolare, le persone trovano “il leggendario Buco
Nero” affascinante e incomprensibile.
La Teoria di Einstein è una teoria geometrica, e in molti modi ben si adatta ad essere spiegato tramite
immagini. Per esempio il modo in cui una stella deforma lo spazio può essere visualizzato da una superficie
curva. Questi tipi di immagini possono avere un valore molto rilevante nell’ insegnamento della Relatività
Generale, ma anche per il relativista non alle prime armi. Il cuore della teoria di Einstein, lo spazio-tempo curvo,
è comunque fondamentalmente difficile da visualizzare con superfici curve. Una ragione è che in Relatività
Generale non si ha a che fare con distanze ma con intervalli, che possono essere positivi, negativi o nulli.
Si possono usare in generale diversi tipi di immagini e/o diagrammi: in questa tesi ne considereremo alcuni:
i più classici, come gli embedding diagrams [12] e i light-cones diagrams[3], i diagrammi di Penrose[7], e
approcci più recenti, come quello degli schemi assoluti e duali [9].
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Diamo una breve descrizione e introduzione ai diversi metodi per visualizzare una particolare soluzione
delle equazioni di Einstein, ossia un particolare spaziotempo.
2.1.1 Diagrammi di Penrose
Può risultare utile studiare il comportamento che lo spaziotempo assume nei suoi punti situati all’infinito ma
questo puó essere difficoltoso da fare per una data metrica e scelta di coordinate dal momento che in una data
rappresentazione lo spazio puó risultare infinitamente esteso.
Quello che possiamo fare è applicare una ulteriore trasformazione della metrica in modo tale che un punto
inizialmente situato all’infinito possa essere rappresentato all’interno di una regione finita. È fondamentale
notare che non basta applicare una trasformazione qualsiasi ma è necessario che non venga alterata la struttura
causale dello spaziotempo. Ciò che definisce la causalità dello spaziotempo sono i coni di luce ovvero le
geodetiche di tipo nullo e per questo può essere conveniente cercare delle trasformazioni che lascino invariato
il carattere delle curve di questo tipo.
Trasformazioni con questa proprietà sono le trasformazioni conformi ovvero trasformazioni del tipo:
ds¯2 = Ω2(xµ)ds2 (2.1)
Dove Ω2(xµ) è il fattore conforme che è rappresentato da una funzione sempre maggiore di zero (in senso
stretto) e dipendente dal punto del quadrispazio in cui viene applicata la trasformazione.
Una trasformazione conforme modifica la distanza tra i punti della varietà ma conserva il tipo di curva,
ovvero una curva che nello spazio di partenza è di tipo tempo è mappata dalla trasformazione conforme in una
curva di tipo tempo dello spazio trasformato e così anche per le curve di tipo luce e di tipo spazio. Bisogna
tenere a mente che il fatto che una curva sia una geodetica nello spazio iniziale non viene conservato in generale
dalla trasformazione conforme a meno che non si tratti di una curva di tipo nullo. In questo ultimo caso infatti
la condizione affinché una curva sia geodetica si scrive semplicemente ds2 = 0, che implica direttamente
ds2 = 0 grazie all’Equazione (2.1).
2.1.2 Embedding diagrams
Come è stato possibile intuire possiamo dire che è difficile immaginare spazi-tempi curvi in ambito della
Relatività Generale. Un semplice ma potente modo per raggiungere tale obbiettivo è la visualizzazione tramite
embedding diagrams (ED). Essi permettono di “gettare” uno sguardo intuitivo sul campo gravitazionale che
rende uno spazio-tempo curvo. I diagrammi di Embedding sono stati ampiamente utilizzati per visualizzare e
comprendere le proprietà di ipersuperfici nello spazio curvo. Essi sono superfici in uno spazio piatto aventi la
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stessa curvatura intrinseca dell’ipersuperficie in fase di studio. Un esempio noto è la costruzione del "tunnel"
come embedding dell’ipersuperficie della massima estensione della soluzione di Schwarzschild. Un altro
esempio spesso utilizzato è un foglio di carta arrotolata in un cono nello spazio piatto a 3 dimensioni. Essendo
la curvatura della superficie conica zero, la "superficie del modello" nell’embedding sarà una superficie “piatta”.
Analizzando la costruzione di diversi tipi di embedding diagram si vede che la costruzione di tali modelli (in
uno spazio piatto) avente la stessa curvatura estrinseca della superficie fisica, non descrive la geometria della
superficie fisica, ma come essa è immersa nello spazio-tempo fisico. Per una “conveniente” descrizione del
modello visivo però, essendo lo spazio-tempo quadrimensionale, dovremo sopprimere due delle dimensioni
così da poter visualizzare lo spazio in un ambiente Euclideo tridimensionale. È interessante notare che la
curvatura della superficie di embedding (anche servendoci di due sole coordinate indipendenti) immersa in uno
spazio piatto ci fornisce una rappresentazione di alcune importanti proprietà della “vera superficie fisica”. Oltre
al suo valore pedagogico/didattico per chi si “avvicina” allo studio della Relatività Generale legato direttamente
all’approccio visivo della curvatura della superficie, essa ci fornisce un aiuto nel comprendere cosa accade
nello spazio-tempo a diversi tempi ed una comprensione più profonda delle eventuali proprietà di diverse “fette”
spazio-temporali. Il processo generale che porta alla costruzione di un embedding diagram ha purtroppo degli
incovenienti: l’embedding (costruito appunto in uno spazio Euclideo) non può coprire l’intero spazio-tempo in
esame e in aggiunta quest’ultimo deve essere munito di qualche simmetria assiale.
2.1.3 Light-Cones diagram
Una rappresentazione dello spazio-tempo è quella dei coni-luce [?]. Immaginiamo un punto nello spazio
che emetta un lampo di luce; nel vuoto il fronte dell’onda luminosa è una sfera perfetta centrata nel punto
di emissione, il cui raggio cresce, al passare del tempo, alla velocità della luce. Se sopprimiamo una delle
dimensioni spaziali la sfera luminosa che si espande nel tempo diventa un cono, il cui vertice rappresenta il
luogo e l’istante (cioè l’evento) in cui il lampo luminoso è emesso, mentre il cono descrive la storia del lampo
stesso. Il postulato fondamentale della relatività ristretta impone che nessuna particella materiale possa superare
la velocità della luce c. Ciò significa che sul diagramma dello spazio-tempo una qualsiasi particella materiale
descrive una linea d’universo (traiettoria nello spazio-tempo) situata all’interno del cono-luce e che, al limite,
le linee di universo dei fotoni si trovano esattamente sulla superficie del cono. Possiamo immaginare i coni
luce come "fette" dello spazio-tempo. Queste fette quindi sono ipersuperfici a tre dimensioni su cui possiamo
tracciare coordinate globali per tutti gli eventi che si trovano su tale superfie. La porzione di spazio-tempo in
esame, anche quando "popolato" da eventi, non fa uso della metrica. Quindi una fetta spaziotemporale non
ci fornisce nessuna informazione sulla curvatura dello spaziotempo. I diagrammi spaziotemporali mostrano
la struttura causale dello spaziotempo, sono costruiti tramite le geodetiche radiali nulle ovvero le traiettorie
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radiali dei fotoni e servono a stabilire quali eventi dello spaziotempo possono essere messi tra loro in relazione
causale e quali no.
2.1.4 Metodo dello Schema Duale e Assoluto
Un approccio “più moderno” alla visualizzazione tramite embedding diagram ci è dato dal metodo dello
“schema Assoluto” e dal metodo dello “schema Duale” [9]. Nel primo metodo (schema Duale) si parte
dalle equazioni del moto in uno spazio-tempo Lorentziano 1 + 1, statico e diagonale. Si procederà poi
trovando un’altra metrica, con segnatura Euclidea, la quale produrrà la stessa geodedica x(t). Questa metrica
"geodeticamente" equivalente può essere immersa nell’ordinario spazio Euclideo. Sulla superficie di embedding
le particelle in caduta libera seguiranno il percorso più corto e si potrà quindi visualizzare come l’accelerazione
in un campo gravitazionale può essere spiegata da particelle in movimento su una linea retta in uno spazio-tempo
curvo.
Nel secondo metodo invece (schema Assoluto) si parte da uno spazio-tempo Lorentziano arbitrario con
un fissato campo di quadri-velocità uµ. Si effettuerà poi una trasformazione di coordinate nel sistema locale
di Minkowski comovente in ogni punto con la data quadrivelocità. Nel sistema locale, il segno della parte
spaziale della metrica è scambiato per creare una nuova metrica di segnatura Euclidea. La nuova metrica
assoluta ottenuta può essere covariantemente legata all’originale. Questo metodo è particolarmente utile per la
visualizzazione della dilatazione del tempo (dovuta alla gravità) e l’orizzonte dei Buchi Neri.
2.2 Metodi di Costruzione
Vediamo di seguito come costruire i vari metodi della sezione precendente.
2.2.1 Diagramma di Penrose
L’equazione di una geodetica nella metrica fisica è data da
dxµ
dλ
∇µ dx
ν
dλ
= 0 (2.2)
Passando alla metrica non fisica l’equazione diventa
dxµ
dλ
∇¯µ dx
ν
dλ
= 2
dxν
dλ
dxα
dλ
∇α ln Ω−
(
gαβ
dxα
dλ
dxβ
dλ
)
gµν∇µ ln Ω (2.3)
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Dove ∇¯µrappresenta la derivata covariante per la metrica non fisica. Se la geodetica era di tipo nullo allora per
la metrica fisica vale
gµν
dxµ
dλ
dxν
dλ
= 0 (2.4)
L’equazione per la geodetica si riduce quindi a
dxµ
dλ
∇¯µ dx
ν
dλ
= 2
dxν
dλ
dxα
dλ
∇α ln Ω (2.5)
che rappresenta l’equazione di una geodetica parametrizzata dal parametro non affine λ. Se la si vuole
parametrizzare con un parametro affine, è necessario scalare il parametro λ in modo tale che esso soddisfi la
seguente relazione
dλ¯
dλ
= cΩ2 (2.6)
Abbiamo mostrato quindi che se si ha una geodetica di tipo nullo nella metrica fisica essa rimane tale anche
nella metrica non fisica. È proprio questa la caratteristica che fa di queste trasformazioni lo strumento utilizzato
nella compattificazione dello spazio-tempo infinito.
Applicando una trasformazione conforme alla metrica gµν si ha il passaggio ad una metrica g¯µν senza
alterare la causalità dello spazio in esame ma perdendo il significato fisico. Per questa ragione gµν è indicata
come metrica fisica mentre g¯µν è detta metrica non fisica.
La condizione che bisogna rispettare per fare sì che un punto dello spaziotempo iniziale situato all’infinito
venga trasportato al finito dalla trasformazione è che il fattore conforme tenda a zero man mano che il punto in
considerazione si sposta all’infinito, ovvero:
lim
xµ→∞Ω
2 = 0 (2.7)
Il risultato della compattificazione conforme è il cosiddetto diagramma di Penrose. Vediamo come ottenere il
diagramma di Penrose per lo spaziotempo piatto di Minkowski con le coordinate (t, r, θ, φ) in cui l’elemento
di linea è dato da:
ds2 = dt2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.8)
Introduciamo le coordinate nulle v e w attraverso le trasformazioni
v = t+ r (2.9)
w = t− r (2.10)
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le due nuove coordinate variano nel range (−∞,+∞) ma in modo tale che si mantenga v ≥ w (l’equivalente
della condizione r ≥ 0). Sostituendo nell’elemento di linea precedente otteniamo:
ds2 = dvdw − 1
4
(v − w)2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.11)
Applichiamo ora la trasformazione per effettuare la compattificazione. Una trasformazione che rispetta i
requisiti precedentemente esposti è data:
v →p = tan−1 v (2.12)
w →q = tan−1 w (2.13)
Che trasforma i range infiniti di v e w nei range finiti di p e q del tipo (−pi2 ,+pi2 ) e la condizione v ≥ w nella
condizione p ≥ q. Con tale trasformazione l’elemento di linea è trasformato in:
ds2 =
1
(2 cos p cos q)2
(4dpdq − sin2(p− q)(dθ2 + sin2 θdφ2)) (2.14)
Nella forma
(2 cos p cos q)2ds2 = 4dpdq − sin2(p− q)(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.15)
Si riconosce che la parte destra rappresenta l’elemento di linea della metrica non fisica
ds¯2 = 4dpdq − sin2(p− q)(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.16)
e il fattore conforme è dato da
Ω2 = (2 cos p cos q)2 (2.17)
A questo punto è possibile includere nella nostra rappresentazione anche i punti dello spaziotempo che si
trovano all’infinito. Vi sono diversi modi in cui l’infinito può essere raggiunto, abbiamo infatti le seguenti
situazioni (in cui deve sempre valere la condizione p ≥ q):
• il punto i+
p = tan−1 v = tan−1(t+ r) =
pi
2
(2.18)
q = tan−1 w = tan−1(t− r) = pi
2
(2.19)
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quando t → +∞ ed r è fissato, rappresenta l’infinito futuro di tipo tempo ed raggiungibile da una
particella con m 6= 0 ;
• il punto i−
p = tan−1 v = tan−1(t+ r) = −pi
2
(2.20)
q = tan−1 w = tan−1(t− r) = −pi
2
(2.21)
ovvero t → −∞ ed r è fissato, esso rappresenta un infinito passato di tipo tempo che può essere
raggiunto dalle particelle materiali con m 6= 0 ;
• il punto i0
p = tan−1 v = tan−1(t+ r) =
pi
2
(2.22)
q = tan−1 w = tan−1(t− r) = −pi
2
(2.23)
con r → +∞ e t è fissato, è un infinito di tipo spazio e quindi è raggiunto dalle geodetiche di tipo spazio;
• La superficie nulla J+
p = tan−1 v = tan−1(t+ r) =
pi
2
(2.24)
q = tan−1 w = tan−1(t− r) 6= ±pi
2
(2.25)
Quindi quando t→ +∞ ed r → +∞ ma con t− r fissato ed è l’infinito futuro di tipo nullo raggiunto
da raggi luminosi;
• La suoerficie nulla J−
p = tan−1 v = tan−1(t+ r) 6= ±pi
2
(2.26)
q = tan−1 w = tan−1(t− r) = −pi
2
(2.27)
cioè quando t → −∞ ed r → +∞ ma in modo tale che si mantenga t + r fissato, essa rappresenta
l’infinito passato di tipo nullo, dal quale provengono raggi luminosi.
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Per rappresentare la situazione graficamente in modo più agevole utilizziamo delle coordinate più facili da
gestire introdotte attraverso la trasformazione:
r′ =
p− q
2
(2.28)
t′ =
p+ q
2
(2.29)
e quindi con la condizione p ≥ q che si trasforma nella condizione r′ ≥ 0. In questo modo otteniamo:
• per i−
r′ = 0 (2.30)
t′ = −pi
2
(2.31)
• per i+
r′ = 0 (2.32)
t′ = +
pi
2
(2.33)
• per i0
r′ = +
pi
2
(2.34)
t′ = 0 (2.35)
• per J−
t′ = r′ − pi
2
(2.36)
ovvero una retta a 45◦ che interseca l’asse t′ al valore −pi2 ;
• per J+
t′ = −r′ + pi
2
(2.37)
una retta a −45◦ che interseca l’asse t′ al valore +pi2 .
CAPITOLO 2. VISUALIZZARE LA GEOMETRIA DELLA RELATIVITÀ GENERALE 31
Rappresentando la situazione sul piano (t′, r′) otteniamo il Diagramma di Penrose per lo spaziotempo di
Minkowski, che è riportato in Figura 2.1.Notare che in questa rappresentazione bidimensionale ogni punto
corrisponde in realtà ad una 2-sfera di raggio sin 2r′.
i+
i0
i−
J−
J+
r = 0
Figura 2.1: Diagramma di Penrose per lo spazio di Minkowski, utilizzando per lo spazio una coordinata radiale.
Sono indicate le diverse regioni asintotiche, definite nel testo, ed alcune geodetiche di tipo spazio (in blu), di
tipo tempo (in rosso) e di tipo luce (linee ondulata).
Le geodetiche di tipo tempo partono dal punto i− e terminano in i+ (particelle massive), le geodetiche
di tipo spazio partono e finiscono in i0 mentre le geodetiche radiali nulle entranti sono formate da rette che
partono da un punto della superficie nulla J− inclinate a −45◦ e raggiungono l’asse t′ (r′ = 0) mentre le
uscenti sono rette a +45◦ che partono da un punto dell’asse t′ e terminano in un punto della superficie nulla I+.
Per ottenere il diagramma di Penrose per la soluzione di Schwarzschild si procede in maniera simile: questo
verrà trattato nel prossimo capitolo.
2.2.2 Light-Cones ed Embeddings Diagrams
Questa sezione descrive come trasformare ogni regione di una sezione di spazio tempo in un diagramma di
cono luce oppure in un embedding diagram. L’analisi è del tutto generale, e può essere applicata a una metrica
generica.
La metrica che noi applichiamo alla nostra "fetta" di spazio-tempo ha due dimensioni, una coordinata v ed
una coordinata w. Quando consideriamo la metrica ristretta alla sezione bidimensionale essa assumerà la forma
dσ2 = N(v, w)dv2 + 2P (v, w)dvdw +Q(v, w)dw2 (2.38)
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2.2.2.1 Light-Cones Diagrams
Per il moto della luce poniamo dσ2 = 0 in (2.38). Segue che deve valere
0 = N(v, w)
(
dv
dw
)2
+ 2P (v, w)
(
dv
dw
)
+Q(v, w) (luce) (2.39)
la soluzione di (2.39) segue la formula standard per equazioni di secondo grado:
dv
dw
=
+P ± (P 2 −QN)1/2
−N (2.40)
L’Equazione (2.40) ci fornisce soluzioni reali e può descrivere il moto della luce se e solo se
P 2 −QN ≥ 0 (2.41)
Se questa condizione è soddisfatta in una data regione della fetta spazio-temporale, allora possiamo "tracciare"
due geodetiche nulle che formano il cono-luce (light-cone).
2.2.2.2 Embeddings Diagrams
Quando la condizione (2.41) non è soddisfatta per alcun evento della sezione bidimensionale considerata, cioè
quando
P 2 −QN < 0 (2.42)
allora non possiamo disegnare una traiettoria luce sulla fetta attraverso tale evento. Nessuna traiettoria luce
significa nessun cono di luce, e nessun cono di luce significa nessun passato o futuro di eventi adiacenti a tale
evento sulla fetta. Questo significa che tutte le coppie di eventi adiacenti in quella regione della fetta hanno una
relazione di tipo-spazio. Quando ciò accade, possiamo costruire una superficie (embedding diagram) in uno
spazio tridimensionale piatto sul quale le relazioni tra due eventi sulla sezione diventano distanze direttamente
misurabili lungo la superficie.
La metrica per un volume 3-dimensionale in uno spazio 3-dimensionale piatto con coordinate cartesiane v,
w e z, assume la forma
dσ23 = dv
2 + dw2 ± dz2 (2.43)
dove il pedice 3 di dσ23 ci ricorda che questo è un volume 3-dimensionale. La scelta positiva del segno nel
membro destro della (2.43) descrive uno spazio Euclideo 3−dimensionale; la scelta negativa invece descrive
uno spazio iperbolico 3-dimensionale.
CAPITOLO 2. VISUALIZZARE LA GEOMETRIA DELLA RELATIVITÀ GENERALE 33
Figura 2.2: In un intorno di un evento E dello spaziotempo è possibile considerare l’insieme di tutte le
geodetiche nulle passanti per E, cioè il cono luce. In figura è stata soppressa una delle tre coordinate spaziali.
Per costruire un diagramma bidimensionale si considera la stessa costruzione su una superficie bidimensionale
passante per E. Su questa sarà possibile rappresentare il cono luce di E se esiste una intersezione tra cono
e ipersupeficie: questo è il significato della condizione (2.41). In caso contrario sarà possibile costruire un
embedding diagram.
Se in una regione della sezione considerata tra ogni coppia di eventi adiacenti si ha una relazione di
tipo-spazio, possiamo trovare una superficie nello spazio 3-dimensionale piatto che viene definita da
z ≡ Z(v, w) (2.44)
L’Equazione (2.43) prende la forma
dσ23 = dv
2 + dw2 ± dZ2
= dv2 + dw2 ±
(
∂Z
∂v
dv +
∂Z
∂w
dw
)2
=
[
1±
(
∂Z
∂v
)2]
dv2 ± 2∂Z
∂v
∂Z
∂w
dvdw +
[
1±
(
∂Z
∂w
)2]
dw2 (2.45)
Uguagliando le metriche (2.38) e (2.45) otteniamo delle condizioni che determinano la superficie di embedding
CAPITOLO 2. VISUALIZZARE LA GEOMETRIA DELLA RELATIVITÀ GENERALE 34
z = Z(v, w)
N(v, w) = 1± (∂Z/∂v)2 (2.46)
P (v, w) = ±(∂Z/∂v)(∂Z/∂w) (2.47)
Q(v, w) = 1± (∂Z/∂w)2 (2.48)
La scelta del segno ± è consistente in tutte e tre le equazioni (2.46), (2.47) e (2.48). Se N e Q sono entrambi
maggiori di 1, allora sceglieremo in queste equazioni il segno positivo (diagramma di embedding Euclideo).
Se invece N e Q sono ambedue minori di 1 sceglieremo il segno negativo (diagramma di embedding per uno
spazio iperbolico piatto 3-dimensionale).
Le equazioni (2.46)-(2.48) sono sovradeterminate: tre equazioni in due incognite. In generale questo insieme
di equazioni non può essere risolto. Per mostrare questo eleviamo al quadrato i due membri dell’equazione
(2.47) e combiniamoli con le equazioni (2.46) e (2.48)
P 2 = (N − 1)(Q− 1) (2.49)
Se l’equazione (2.49) è soddisfatta per i coefficienti N e Q della (2.38) allora dalle equazioni (2.46)-(2.48)
possiamo costruire un embedding diagram. Possiamo notare dall’equazione (2.49) che essa può essere
soddisfatta con P funzione reale solo quando i coefficienti N e Q soddisfano rispettivamente le condizioni
N > 1 e Q > 1, oppure N < 1 e Q < 1.
2.2.3 Metodo dello schema duale e assoluto
Descriviamo ora i due ulteriori metodi per avere degli embedding diagram che sfrutteremo nel prossimo
capitolo (applicandolo alla metrica di Schwarzschild) e nel Capitolo 4, nel quale dopo aver risolto le equazioni
di Einstein per un semplice modello di collasso gravitazionale costruiremo un embedding con il metodo dello
schema Assoluto.
2.2.3.1 Schema Duale
Prendendo in considerazione una metrica 1 + 1, indipendente dal tempo, diagonale e con segnatura Lorentziana
vogliamo vedere se è possibile ottenere una metrica indipendente dal tempo, diagonale e con segnatura Euclidea.
Assumiamo di avere un elemento di linea
dτ2 = a(x) · dt2 + c(x) · dx2 (2.50)
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Usando il formalismo Lagrangiano possiamo ottenere le equazioni del moto per le geodetiche. Infatti, posto
L = at2,τ + cx2,τ
abbiamo le equazioni di Eulero Lagrange
d
dτ
(
∂L
∂t,τ
)
=
∂L
∂t
d
dτ
(
∂L
∂x,τ
)
=
∂L
∂x
che esplicitamente danno
d
dτ
(at,τ ) = 0
d
dτ
(2cx,τ ) = a,x (t,τ )
2
+ c,x (x,τ )
2
equivalenti alla relazioni integrate
at2,τ + cx
2
,τ = 1 (2.51)
at,τ = K (2.52)
Qui K è una costante per ogni geodetica. Vogliamo trovare un’equazione per x(t). Ponendo per compattezza
σ = 1/K2, otteniamo: (
dx
dt
)2
=
a
c
(σa− 1) (2.53)
Questa equazione vale sia per una metrica con segnatura (+,−) che per una con segnatura (+,+). Ci chiediamo
ora se possano esistere delle metriche che producano le stesse geodetiche x(t). Denotando le componenti della
metrica originale con a0 e c0 e la costante originale del moto con per una certa geodetica σ0 si ottiene:
a
c
(σa− 1) = a0
c0
(σ0a0 − 1) (2.54)
che deve essere rispettata per ogni x e ogni geodetica. A questo punto ricaviamo σ:
σ =
(
c · a20
a2 · c0
)
σ0 +
(
1
a
− c · a0
a2 · c0
)
(2.55)
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Se questa relazione deve valere per ogni x e per ogni σ0, allora avremo:
k1 =
c
c0
a20
a2
k2 =
1
a
− c
c0
a0
a2
(2.56)
Otteniamo quindi una relazione lineare tra le costanti del moto che non dipendono ne da x ne da σ0
σ = k1 · σ0 + k2 (2.57)
Risolvendo per a e c la (2.56) in termini di k1 e k2 e ponendo α = 1/k2 e β = −k1/k2, avremo:
a = α
a0
a0 − β (2.58)
c = −α c0β
(c0 − β)2 (2.59)
Condizione necessaria e sufficiente affinchè si abbia la metrica duale definita positiva è
0 < α (2.60)
0 < β < a0 (2.61)
Se riscriviamo le equazioni (2.58) e (2.59) come
a
α
=
a0/β
a0/β − 1 (2.62)
c
α
=
−c0/β
(a0/β − 1)2 (2.63)
vediamo che α e β sono dei parametri che riscalano rispettivamente la nuova e l’originale metrica. C’è quindi
una perfetta simmetria nel passare dalla metrica originale a quella duale e viceversa, giustificando la nozione di
dualità.
Passando alle equazioni di embedding in generale possiamo dire che se esiste una simmetria possiamo
generare una superficie di rotazione. Il nostro obiettivo quindi è di trovare un raggio r(x) ed un’altezza z(x)
per l’embedding della metrica duale, come in Figura 2.3. Per dx = 0 otteniamo la distanza duale ds =
√
adt.
Dobbiamo quindi avere
r = k
√
a (2.64)
dove k è una costante riguardante l’embedding. Esso non influenza la misura delle distanze, solo la sua forma.
In termini della metrica originale abbiamo
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Figura 2.3: Un possibile embedding in una superficie di rotazione, possibile in presenza di una simmetria.
r = k ·
√
α
a0
a0 − β (2.65)
Per trovare z(x) utilizziamo il teorema di Pitagora (Figura 2.4), ottenendo
dz = dx ·
√
c(x)−
(
dr(x)
dx
)2
(2.66)
Dall’equazione (2.59) e (2.65) e definendo a′0 = da0/dx abbiamo
dz = dx ·
√
α
−c0β
(a0 − β)2 −
k2αβ2
4
· a
′
0
2
a0(a0 − β)3 (2.67)
quindi
∆z =
√
α
√
β
ˆ
dx
√
−c0
(a0 − β)2 −
k2β
4
· a
′
0
2
a0(a0 − β)3 (2.68)
Ci accorgiamo che c’è un limite del valore k per far si che non si abbia un valore negativo sotto la radice
quadrata:
k2 < min
{
−c0 4a0 · (a0 − β
β · (a′0)2
}
(2.69)
Richiamando l’equazione (2.64) vediamo che k determina la scala del raggio di embedding. Notiamo tuttavia
che la distanza di cammino tra due circoferenze (radiali), a distanza infinitesima l’una dall’altra, è determinata
da dl =
√
cdx. Quando raddoppiamo k raddoppiamo il raggio di tutti i cerchi che compongono la superficie di
rotazione, mantenendo la distanza di cammino tra i cerchi invariata. Questo significa che noi aumentiamo la
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Figura 2.4: La relazione tra dx, dl e dz.
pendenza ovunque sulla superficie (Figura (2.3)).
Consideriamo adesso l’equazione (2.65):
r(x) = k
√
α
√
a0
a0−β
(2.70)
Notiamo che incrementando k, possiamo decrementare α in modo tale da mantenere inalterato r(x). L’effetto
sull’embedding è quello cioè di comprimere la superficie lungo la direzione z, mantenendo i raggi inalterati.
Usando questo schema possiamo produrre sostanziali curvature di qualcosa che in origine era quasi cilindrica
(Figura 2.5).
Figura 2.5: La dipendenza della forma della superficie di embedding dal parametro k.
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2.2.3.2 Schema Assoluto
Per comprendere intuitivamente gli effetti della dilatazione del tempo, dovuta ad esempio all’effetto della
presenza di una massa (una stella) possiamo costruire un altro tipo di rappresentazione. L’idea è quella di
utilizzare una superficie di rotazione, nella quale il tempo trascorso per un osservatore a riposo sia la distanza
Euclidea misurata sulle circonferenze locali (corrispondenti a posizioni spaziali fissate). Vogliamo quindi un
corpo di rotazione il cui raggio sia proporzionale a
√
gtt.
Questo schema corrisponde all’embedding di una geometria nella quale cambiamo il segno della parte
spaziale della metrica. Supponiamo di avere un elemento di linea di una linea centrale attraverso una stella:
dτ2 = gttdt
2 + gxxdx
2 (2.71)
Qui gxx sarà negativo. Consideriamo ora la metrica:
ds2 = gttdt
2 + |gxx|dx2 (2.72)
Un embedding di questa metrica, per una stella con densità costante, può essere visualizzato nella Figura 2.6.
Figura 2.6: Rappresentazione qualitativa di una linea radiale passante per il centro di una stella. La linea di
universo di un osservatore in quiete è una delle circonferenze, mentre le linee a coordinata angolare costante
corrispondono ad uno spostamento radiale.
Qui il tempo proprio trascorso per un osservatore a riposo è esattamente la distanza Euclidea sulla superficie.
Anche le distanze spaziali sperimentate da un osservatore a riposo sono corrette, a parte per un segno meno. I
fotoni si muovono esattamente a 45◦ rispetto alla linea spaziale locale. Il punto chiave è la visualizzazione
della dilatazione dei tempi dovuta alla gravità: le distanze di tipo-tempo "trascorse" per giro sono più corte al
centro della stella che al di fuori.
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Prendiamo come esempio un osservatore molto lontano dalla stella che manda due fotoni separati da un giro
al centro della stella. I fotoni arriveranno al centro della stella ancora separati da un giro. Ora, un osservatore al
centro della stella, sperimenterà un tempo di separazione dei fotoni più corto rispetto all’osservatore all’infinito.
Questo ci dice che il tempo al centro della stella scorre più lentamente rispetto al tempo all’infinito.
Lo schema appena utilizzato era abbastanza specifico per una particolare metrica in particolari coordinate.
C’è tuttavia un modo per generalizzare lo schema assoluto. Dato un arbitrario spazio-tempo Lorentziano
specifichiamo un campo di quadrivelocità uµ(x). Possiamo poi effettuare una trasformazione di coordinate
nello spazio locale di Minkowski comovente con la quadrivelocità data in ogni punto.
Nel sistema locale cambiamo il segno della parte spaziale della metrica per creare una nuova metrica
assoluta di segnatura Euclidea. Insieme alla metrica assoluta abbiamo ancora bisogno del campo vettoriale
uµ(x), per tener traccia di cosa è "tipo-tempo" e cosa non lo è. In questo modo si riescono a mantenere tutte le
informazioni circa lo spaziotempo originale.
Supponiamo ora di voler trovare, rispetto ad una metrica ed un campo di quadrivelocità, una metrica
assoluta che denoteremo con g¯µν .
Sappiamo che la metrica assoluta è un tensore e in un sistema comovente avremo:
g¯µν =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 = −

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
+ 2

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 (2.73)
Che possiamo riscrivere come:
g¯µν = −gµν + 2uµuν (2.74)
uµ = gµν
dxν
dτ
(2.75)
Osserviamo che entrambi i membri sono tensori covarianti che si eguagliano l’un l’altro in un certo riferimento;
quindi risulteranno uguali in un qualsiasi riferimento.
Analogamente possiamo scrivere l’inversa della metrica assoluta
g¯µν = −gµν + 2 · uµuν (2.76)
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dato che
gµνg
νρ = (−gµν + 2uµuν) (−gνρ + 2uνuρ)
= δνµ − 2uµuρ − 2uµuρ + 4uµuρ = δνµ
Nella nuova metrica gli intervalli propri saranno in generale molto differenti da quelli nella metrica originale.
Tuttavia gli intervalli misurati lungo una linea generatrice congruente saranno gli stessi. Denotando con u¯µ la
quadri-velocità nella metrica assoluta abbiamo di conseguenza:
uµ = u¯µ, uµ = u¯µ (2.77)
Dall’equazione (2.74) otteniamo allora:
gµν = −g¯µν + 2u¯µu¯ν (2.78)
Comparando con l’equazione (2.74) vediamo che esiste una perfetta analogia nell’andare dalla metrica originale
a quella assoluta e viceversa.
Capitolo 3
La metrica di Schwarzschild
In questo capitolo applicheremo le tecniche di visualizzazione precedentemente introdotte ad un caso particolare,
quello della metrica di Schwarzschild che descrive un buco nero non rotante e non carico.
Dopo meno di due mesi dalla divulgazione delle equazioni definitive della teoria Einstein riceve e "legge"
all’accademia Prussiana delle Scienze due lettere sul lavoro inviatogli da Karl Schwarzschild, uno dei più
importanti scienziati tedeschi dell’epoca. Nelle due comunicazioni di Schwarzschild sono contenute, incre-
dibilmente e contrariamente ad ogni aspettativa, due soluzioni esatte delle equazioni di Einstein, soluzioni
che descrivono rispettivamente il campo gravitazionale generato da un corpo a simmetria sferica nel vuoto in
ipotesi di staticità e una possibile sorgente di tale campo, composta da un fluido incomprimibile. La soluzione
nel vuoto (cioè tale che il tensore Energia-Momento vale zero) a simmetria sferica trovata da Schwarzschild
sotto ipotesi di staticità è di fondamentale importanza perché, in virtù di un teorema noto come teorema di
Birkhoff, essa è l’unica soluzione a simmetria sferica di vuoto, cioè è anche il campo generato da un qualunque
oggetto non statico, purché sia a simmetria sferica. Ciò significa, ad esempio, che la soluzione di Schwarzschild
descrive anche il campo gravitazionale di una stella che collassa, purché l’ipotesi di simmetria sferica si possa
assumere come valida. Deriveremo esplicitamente la metrica seguendo una procedura che ci permetterà di
mostrare la validità del teorema di Birkhoff. Questo ci sarà utile nel capitolo successivo, nel quale studieremo
il problema della formazione di un buco nero, considerando un modello molto semplificato.
Le equazioni di Einstein nel vuoto (Tµν = 0) si possono scrivere nella forma
Rµν = 0
Si tratta di un sistema di equazioni non lineari difficile da risolvere. Tuttavia, imponendo delle condizioni di
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simmetria - dettate da requisiti fisici - sull’elemento di linea, i calcoli si possono semplificare notevolmente. La
precessione del perielio dell’orbita di Mercurio, il red-shift gravitazionale e l’incurvamento dei raggi luminosi
in presenza di un campo gravitazionale, sono basati sull’elemento di linea di Schwarzschild.
3.1 Metrica di Schwarzschild
La richiesta che una soluzione per le equazioni di campo, espressa in coordinate polari sferiche, sia indipendente
dal tempo e radialmente simmetrica, è esprimibile dall’elemento di linea:
ds2 = −B(r, t)dt2 +A(r, t)dr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (3.1)
La condizione aggiuntiva che tale soluzione tenda asintoticamente alla metrica di Minkowski (spazio piatto) a
grandi distanze (condizione di regolarità asintotica), è esprimibile dalle condizioni al contorno:
lim
r→+∞B(r, t) = limr→+∞A(r, t) = 1 (3.2)
Nelle coordinate x0 = t, x1 = r, x2 = θ, x3 = φ la metrica assume dunque la forma
gµν =

−B(r, t) 0 0 0
0 A(r, t) 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

doveA(r, t) eB(r, t) sono generiche funzioni da determinare successivamente. Dato che la metrica è diagonale,
per ottenere l’inversa è sufficiente invertire gli elementi non nulli. Abbiamo quindi
gµν =

− 1B(r,t) 0 0 0
0 1A(r,t) 0 0
0 0 1r2 0
0 0 0 1
r2 sin2 θ

La connessione di Levi Civita è definita da
Γµνρ =
1
2
gµλ (gλρ,ν + gλν,ρ − gνρ,λ)
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3.1.1 Calcolo connessione di Levi-Civita
Calcoliamo esplicitamente le componenti non nulle, iniziando con le connessioni del tipo Γtµν . La formula
generale si semplifica:
Γtνρ =
1
2
gtλ (gλρ,ν + gλν,ρ − gνρ,λ)
= − 1
2B
(gtρ,ν + gtν,ρ − gνρ,t)
= − 1
2B
(
−δtρB,ν − δtνB,ρ − δνρδνrA˙+ δνρδνtB˙
)
I casi non nulli per ρ sono quindi
Γtνt = −
1
2B
(−B,ν)
Γtνr = −
1
2B
(
−δtνB′ − δνrA˙
)
e quindi
Γttt =
B˙
2B
(3.3)
Γtrt =
B′
2B
(3.4)
Γtrr =
A˙
2B
(3.5)
Γttr =
B′
2B
(3.6)
Consideriamo adesso le connessioni del tipo Γrµν . La formula generale diviene
Γrνρ =
1
2
grλ (gλρ,ν + gλν,ρ − gνρ,λ)
=
1
2A
(grρ,ν + grν,ρ − gνρ,r)
=
1
2A
[
δrρA,ν + δrνA,ρ − δνρ
(
δνrA
′ − δνtB′ + δνθ2r + δνφ2r sin2 θ
)]
I casi non nulli per ρ sono quindi
Γrrr =
A′
2A
(3.7)
Γrtr =
A˙
2A
(3.8)
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Γrtt =
B′
2A
(3.9)
Γrrt =
A˙
2A
(3.10)
Γrθθ = −
r
A
(3.11)
Γrφφ = −
r sin2 θ
A
(3.12)
Consideriamo adesso le connessioni del tipo Γθµν . La formula generale diviene
Γθνρ =
1
2r2
(gθρ,ν + gθν,ρ − gνρ,θ)
=
1
2r2
(
δρθδνr2r + δνθδρr2r − δνφδρφ2r2 sin θ cos θ
)
=
1
r
(δρθδνr + δνθδρr − δνφδρφr sin θ cos θ)
da cui
Γθrθ =
1
r
(3.13)
Γθθr =
1
r
(3.14)
Γθφφ = − sin θ cos θ (3.15)
Infine abbiamo le connessioni del tipo Γφµν . La formula generale diviene
Γφνρ =
1
2r2 sin2 θ
(gφρ,ν + gφν,ρ)
=
1
2r2 sin2 θ
[
δρφ
(
r2 sin2 θ
)
,ν
+ δνφ
(
r2 sin2 θ
)
,ρ
]
=
1
r sin θ
[(δρφδνr + δνφδρr) sin θ + (δρφδνθ + δνφδρθ) r cos θ]
da cui
Γφφr =
1
r
(3.16)
Γφrφ =
1
r
(3.17)
Γφθφ =
1
tan θ
(3.18)
Γφφθ =
1
tan θ
(3.19)
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3.1.2 Tensore di Riemann
Conviene riparametrizzare le funzioni incognite nella forma
A = e2α
B = e2β
da cui
Γttt = β˙ (3.20)
Γtrt = Γ
t
rt = β
′ (3.21)
Γtrr = α˙e
2(α−β) (3.22)
Γrrr = α
′ (3.23)
Γrtr = Γ
r
rt = α˙ (3.24)
Γrtt = β
′e2(β−α) (3.25)
Γrθθ = −re−2α (3.26)
Γrφφ = −r sin2 θe−2α (3.27)
Γθrθ = Γ
θ
θr =
1
r
(3.28)
Γθφφ = − sin θ cos θ (3.29)
Γφrφ = Γ
φ
φr =
1
r
(3.30)
Γφφθ = Γ
φ
θφ =
1
tan θ
(3.31)
Il tensore di Riemann è definito da
Rρσµν = Γ
ρ
νσ,µ − Γρµσ,ν + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ
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Per agevolare il calcolo introduciamo introduciamo le matrici
[Gµ]
ρ
λ ≡ Γρµλ
e
[Rµν ]
ρ
σ ≡ Rρσµν
dove µ, ν determinani la matrice considerata e ρ, λ sono gli indici di riga e di colonna. Allora il tensore di
Riemann si può scrivere nella forma
Rρσµν = [Rµν ]
ρ
σ = [Gν ]
ρ
σ,µ − [Gµ]ρσ,ν + [Gµ]ρλ [Gν ]λσ − [Gν ]ρλ [Gµ]λσ
ossia, sopprimendo gli indici di riga e colonna,
Rµν = Gν,µ −Gµ,ν +GµGν −GνGµ
Esplicitamente
Gµ =

Γtµt Γ
t
µr Γ
t
µθ Γ
t
µφ
Γrµt Γ
r
µr Γ
r
µθ Γ
r
µφ
Γθµt Γ
θ
µr Γ
θ
µθ Γ
θ
µφ
Γφµt Γ
φ
µr Γ
φ
µθ Γ
φ
µφ

ossia
Gt =

Γttt Γ
t
tr Γ
t
tθ Γ
t
tφ
Γrtt Γ
r
tr Γ
r
tθ Γ
r
tφ
Γθtt Γ
θ
tr Γ
θ
tθ Γ
θ
tφ
Γφtt Γ
φ
tr Γ
φ
tθ Γ
φ
tφ
 =

β,t β,r 0 0
β,re
2(β−α) α,t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Gr =

Γtrt Γ
t
rr Γ
t
rθ Γ
t
rφ
Γrrt Γ
r
rr Γ
r
rθ Γ
r
rφ
Γθrt Γ
θ
rr Γ
θ
rθ Γ
θ
rφ
Γφrt Γ
φ
rr Γ
φ
rθ Γ
φ
rφ
 =

β,r α,te
2(α−β) 0 0
α,t α,r 0 0
0 0 1r 0
0 0 0 1r

CAPITOLO 3. LA METRICA DI SCHWARZSCHILD 48
Gθ =

Γtθt Γ
t
θr Γ
t
θθ Γ
t
θφ
Γrθt Γ
r
θr Γ
r
θθ Γ
r
θφ
Γθθt Γ
θ
θr Γ
θ
θθ Γ
θ
θφ
Γφθt Γ
φ
θr Γ
φ
θθ Γ
φ
θφ
 =

0 0 0 0
0 0 −re−2α 0
0 1r 0 0
0 0 0 1tan θ

Gφ =

Γtφt Γ
t
φr Γ
t
φθ Γ
t
φφ
Γrφt Γ
r
φr Γ
r
φθ Γ
r
φφ
Γθφt Γ
θ
φr Γ
θ
φθ Γ
θ
φφ
Γφφt Γ
φ
φr Γ
φ
φθ Γ
φ
φφ
 =

0 0 0 0
0 0 0 −r sin2 θe−2α
0 0 0 − sin θ cos θ
0 1r
1
tan θ 0

Passiamo adesso al calcolo. Notiamo anzitutto che
Rµν = −Rνµ
e quindi possiamo scrivere le matrici non nulle. Riportiamo esplicitamente un caso particolare.
Rtr = Gr,t −Gt,r +GtGr −GrGt
=

β,rt
[
α,tt + 2α
2
,t − α,tβ,t
]
e2(α−β) 0 0
α,tt α,rt 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−

β,tr β,rr 0 0[
β,rr + 2β
2
,r − 2β,rα,r
]
e2(β−α) α,tr 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+

β,t β,r 0 0
β,re
2(β−α) α,t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


β,r α,te
2(α−β) 0 0
α,t α,r 0 0
0 0 1r 0
0 0 0 1r

−

β,r α,te
2(α−β) 0 0
α,t α,r 0 0
0 0 1r 0
0 0 0 1r


β,t β,r 0 0
β,re
2(β−α) α,t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

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=

0 −β,rr +
[
α,tt + 2α
2
,t − 2α,tβ,t
]
e2(α−β) 0 0
− [β,rr + 2β2,r − 2β,rα,r] e2(β−α) + α,tt 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+

β,tβ,r + α,tβ,r β,tα,te
2(α−β) + β,rα,r 0 0
β2,re
2(β−α) + α2,t α,tβ,r + α,rα,t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

−

β,rβ,t + α,tβr β
2
,r + α
2
,te
2(α−β) 0 0
α,tβ,t + α,rβ,re
2(β−α) β,rα,t + α,rα,t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

=

0 Eq. (3.32a) 0 0
Eq. (3.32b) 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

I casi rimanenti danno
Rtθ = Gθ,t −Gt,θ +GtGθ −GθGt
=

0 0 −re−2αβ,r 0
0 0 re−2αα,t 0
−β,rr e2(β−α) −α,tr 0 0
0 0 0 0

Rtφ = Gφ,t +GtGφ −GφGt
=

0 0 0 −rβ,r sin2 θe−2α
0 0 0 α,tr sin
2 θe−2α
0 0 0 0
−β,rr e2(β−α) −α,tr 0 0

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Rrθ = Gθ,r −Gr,θ +GrGθ −GθGr
=

0 0 −rα,te−2β 0
0 0 rα,re
−2α 0
−α,tr −α,rr 0 0
0 0 0 0

Rrφ = Gφ,r +GrGφ −GφGr
=

0 0 0 −rα,t sin2 θe−2β
0 0 0 rα,r sin
2 θe−2α
0 0 0 0
−α,tr −α,rr 0 0

Rθφ = Gφ,θ +GθGφ −GφGθ
=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
(
1− e−2α) sin2 θ
0 0 e−2α − 1 0

insieme alle corrispondenti con gli indici invertiti. Da questo segue che gli elementi differenti da zero sono
Rtrtr =
(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
e2(α−β) + β,rα,r − β2,r − β,rr (3.32a)
Rrttr =
(−β,rr − β2,r + β,rα,r) e2(β−α) + α,tt + α2,t − α,tβ,t (3.32b)
Rtθtθ = −re−2αβ,r (3.32c)
Rrφθθ = re
−2αα,t (3.32d)
Rθttθ = −
β,r
r
e2(β−α) (3.32e)
Rθrtθ = −
α,t
r
(3.32f)
Rtθtθ = −re−2αβ,r (3.32g)
Rrφθθ = re
−2αα,t (3.32h)
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Rθttθ = −
β,r
r
e2(β−α) (3.32i)
Rθrtθ = −
α,t
r
(3.32j)
Rtφtφ = −rβ,r sin2 θe−2α (3.32k)
Rrφtφ = α,tr sin
2 θe−2α (3.32l)
Rφttφ = −
β,r
r
e2(β−α) (3.32m)
Rφrtφ = −
α,t
r
(3.32n)
Rtθrθ = −rα,te−2β (3.32o)
Rrθrθ = rα,re
−2α (3.32p)
Rθtrθ = −
α,t
r
(3.32q)
Rθrrθ = −
α,r
r
(3.32r)
Rtφrφ = −rα,t sin2 θe−2β (3.32s)
Rrφrφ = rα,r sin
2 θe−2α (3.32t)
Rφtrφ = −
α,t
r
(3.32u)
Rφrrφ = −
α,r
r
(3.32v)
Rθφθφ =
(
1− e−2α) sin2 θ (3.32w)
Rφθθφ = e
−2α − 1 (3.32x)
insieme a quelli che si ottengono permutando gli ultimi due indici e cambiando segno.
3.1.3 Calcolo del Tensore di Ricci e Curvatuta Scalare
Calcoliamo adesso il tensore di Ricci ricordando (dalla sottosezione precedente) che esso viene ottenuto
contraendo l’ndice in alto con il secondo in basso del Tensore di Riemann. Otteniamo di conseguenza:
Rrr =
(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
e2(α−β) + β,rα,r − β2,r − β,rr + 2
α,r
r
(3.33a)
Rtt =
(
β,rr + β
2
,r − β,rα,r + 2
β,r
r
)
e2(β−α) − α,tt − α2,t + α,tβ,t (3.33b)
Rθθ = 1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α (3.33c)
Rφφ =
[
1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α
]
sin2 θ (3.33d)
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Rtr = Rrt = 2
α,t
r
(3.33e)
mentre per la curvatura scalare abbiamo
R = gttRtt + g
rrRrr + g
θθRθθ + g
φφRφφ
= −e−2β
[(
β,rr + β
2
,r − β,rα,r + 2
β,r
r
)
e2(β−α) − α,tt − α2,t + α,tβ,t
]
+ e−2α
[(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
e2(α−β) + β,rα,r − β2,r − β,rr + 2
α,r
r
]
+
1
r2
[
1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α
]
+
1
r2 sin2 θ
{[
1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α
]
sin2 θ
}
= −
(
β,rr + β
2
,r − β,rα,r + 2
β,r
r
)
e−2α + e−2β
(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
+
(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
e−2β + e−2α
(
β,rα,r − β2,r − β,rr + 2
α,r
r
)
+
2
r2
[
1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α
]
= 2
(
−β,rr − β2,r + β,rα,r −
2
r
β,r +
2
r
α,r − 1
r2
)
e−2α
+ 2
(
α,tt + α
2
,t − α,tβ,t
)
e−2β +
2
r2
(3.34)
3.1.4 Soluzione delle equazioni di Einstein
Consideriamo adesso le diversi componenti dell’equazione di Einstein Rµν = 0. Iniziamo con Rtr = 0.
Abbiamo
2
r
a,t = 0
che implica l’indipendenza di a dalla variabile temporale. Le rimanenti equazioni si possono scrivere quindi
nella forma più semplice
0 = β,rα,r − β2,r − β,rr + 2
α,r
r
0 = β,rr + β
2
,r − β,rα,r + 2
β,r
r
0 = 1 + (rα,r − rβ,r − 1) e−2α
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dove non si è incluso Rφφ che non fornisce nessuna informazione utile rispetto a Rθθ. Sommando membro a
membro le prime due equazioni abbiamo
α,r + β,r = 0
da cui
β(r, t) = −α(r) + f(t)
dove f(t) è una funzione arbitraria. Possiamo considerare adesso come equazioni ancora da integrare la prima
e la terza precedenti. Sostituendo β otteniamo
0 = α,rr − 2α2,r +
2
r
α,r
0 = 1 + (2rα,r − 1) e−2α
La seconda equazione è a variabili separabili. Otteniamo
ˆ
dr
r
= 2
ˆ
dα
1− e2α
cioè
α = −1
2
log
(
1 +
K
r
)
dove K è una costante arbitraria. Possiamo adesso scrivere la metrica nella forma
gµν =

−(1 + kr )ef(t) 0 0 0
0 1
1+ kr
0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

Rimane ancora la funzione arbitraria f(t). Osserviamo però che con il cambio di coordinate definito da
ef(t)dt2 = dt′2
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possiamo riassorbire completamente questo fattore, ed ottenere la metrica
gµν =

−(1 + kr ) 0 0 0
0
(
1 + kr
)−1
0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

Abbiamo in questo modo anche mostrato che la soluzione del problema è automaticamente indipendente dal
tempo.
3.2 Visualizzare la metrica di Schwarzschild
L’elemento di linea deve avere dunque la forma:
ds2 = −
(
1− rs
r
)
c2t2 +
(
1− rs
r
)−1
dr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2), (3.35)
dove:
rs =
2GM
c2
(3.36)
è detto raggio di Schwarzschild, essendo M la massa del corpo che genera il campo. L’importanza di questo
elemento di linea è che esso non rappresenta solo il campo gravitazionale di una stella (sfericamente simmetrica),
ma anche un buco nero sferico neutro non rotante. Si noti che per r = rs accade qualcosa di anomalo; infatti
l’elemento
g00 = −
(
1− rs
r
)
(3.37)
tende a zero, mentre l’elemento
g11 =
(
1− rs
r
)−1
(3.38)
diverge. Da quanto detto finora non è chiaro se la singolarità sia insita nella geometria o se sia invece dovuta
ad una scelta sbagliata delle coordinate (come per esempio si verifica nel caso dei due poli di una sfera S2
parametrizzata in coordinate polari sferiche). In casi come questo si controlla se le singolarità possano essere
rimosse introducendo un nuovo sistema di coordinate. Una condizione necessaria è che quantità invarianti
siano regolari a r = rs, come accade. Esempi di invarianti associati al tensore di curvatura sono, ad esempio
R = Rµν ; RµνR
µν ; RµνρσR
µνρσ (3.39)
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Questo fatto suggerisce che nessuna vera singolarità sia presente, ma piuttosto che sia il solo sistema di
coordinate che diventa singolare. Per meglio comprendere le condizioni fisiche nell’intorno della superficie
r = rs, consideriamo le geodetiche più semplici, le radiali, quelle per cui ϑ, ϕ = cost.:
ds2 = −
(
1− rs
r
)
c2t2 +
(
1− rs
r
)−1
dr2 (3.40)
Nel caso di un fotone è ds2 = 0, (geodetica "tipo-luce"); in tal caso la coordinata tempo t = t(r), cioè il tempo
misurato da un osservatore a riposo posto all’infinito, è:
dt = −1
c
(
1− rs
r
)−1
dr, (3.41)
e quindi il fotone, per attraversare la distanza finita
ˆ l(rs)
l(r0)
dl =
ˆ rs
r0
√
g11dr =
ˆ rs
r0
(
1− rs
r
)−1/2
dr < +∞ (3.42)
impiega, per un osservatore distante, un tempo infinitamente lungo:
ˆ t(rs)
t(r0)
dt = −1
c
ˆ rs
r0
(
1− rs
r
)−1
dr −→ +∞ (3.43)
Analoga considerazione vale per una particella materiale (ds2 < 0: geodetica di tipo-tempo); in tal caso la
funzione t = t(r) è
dt = −Eτ
c
(
1− rs
r
)−1
·
(
−c2 + E2τ + c2
rs
r
)−1/2
dr (3.44)
dove
E2τ =
(
1− rs
r
)2
c2
(
dt
dτ
)2
(3.45)
e quindi, integrando nello stesso intervallo:
ˆ t(rs)
t(r0)
dt = −Eτ
c
ˆ rs
r0
(
1− rs
r
)−1 (
−c2 + E2τ + c2
rs
r
)−1/2
dr −→ +∞ (3.46)
Tuttavia la particella materiale misura un tempo proprio τ (definito da ds2 = −c2dτ2 ) che, esplicitando
rispetto alla coordinata radiale, è definito da
dτ = −
(
−c2 + E2τ + c2
rs
r
)−1/2
(3.47)
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integrando nello stesso intervallo:
ˆ τ(rs)
τ(r0)
dτ = −
ˆ rs
r0
(
−c2 + E2τ + c2
rs
r
)−1/2
dr < +∞ (3.48)
Questo è un caso estremo di dilatazione dei tempi, in cui un intervallo di tempo finito è visto come infinito da
un osservatore distante.
Perciò, nel momento in cui una particella attraversa la superficie r = rs, non accade nulla di particolare,
non essendo presente alcuna singolarità metrica. Ma se la particella emette radiazione, un osservatore distante
vedrà la sua luce spostata verso il rosso, poiché la sorgente è sotto l’influenza di un forte campo gravitazionale.
Nel momento in cui essa raggiunge l’orizzonte, il red-shift è così forte che la radiazione non è più visibile
in alcuna regione dello spettro. Similmente il tempo proprio misurato da una particella per raggiungere la
singolarità r = 0 partendo da r = rs è anch’esso finito:
−
ˆ 0
rs
(
−c2 + E2τ + c2
rs
r
)−1/2
dr < +∞ (3.49)
Perciò una particella all’interno di r = rs inevitabilmente raggiungerà la singolarità centrale, in cui la densità e
la curvatura dello spazio-tempo diventano infinite e le leggi della relatività generale non sono più applicabili.
Inoltre, eventuali segnali mandati dall’interno della superficie r = rs devono viaggiare verso il futuro temporale
ma, all’interno di tale regione, il tempo crescente equivale a distanze radiali decrescenti. Ciò si può vedere
considerando, per r > rs l’intervallo tipo-tempo:
ds2 = −
(
1− rs
r
)
c2dt2 < 0 (3.50)
questo, per r < rs, diventa positivo e quindi tipo-spazio, per cui, all’interno di r = rs le coordinate radiale e
temporale si scambiano di ruolo.
Dunque, il fotone e qualunque altra particella materiale, una volta arrivati alla superficie r = rs, non hanno
alcuna possibilità di emergere: questa superficie è perciò chiamata un "Orizzonte degli Eventi". Così, dal punto
di vista di un osservatore distante, il collasso gravitazionale genera la comparsa di un corpo "congelato" che
non può emettere alcun segnale. Un tale sistema materiale viene chiamato "Buco Nero".
3.2.1 Rappesentazione con diagrammi di Penrose
Dopo aver definito e discusso della metrica di Schwartzschild siamo interessati alla rappresentazione tra-
mite diagramma di Penrose della soluzione di Kruskal, che rappresenta la massima estensione di quella di
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Schwartzschild. Per ottenere tale soluzione si parte da un cambio di coordinate:
t = t¯− 2GM ln(r −GM) (3.51)
dt = dt¯− 2GM
r − 2GM dr (3.52)
Che sostituito al dt nell’elemento di linea di Schwarzschild porta all’elemento di linea espresso da
ds2 =
(
1− 2GM
r
)
dt¯2 − 4GM
r
dt¯dr −
(
1 +
2GM
r
)
dr2 − r2dΩ2 (3.53)
Questa rappresenta la soluzione di Eddington Finkelstein regolare in r = 2GM e singolare in r = 0. Abbiamo
quindi ottenuto una estensione della soluzione di Schwarzschild. A questo punto, introducendo il cosiddetto "
parametro temporale avanzato di Eddington Finkelstein v
t¯→ v = t¯+ r (3.54)
otteniamo la forma più compatta
ds2 =
(
1− 2GM
r
)
dv2 − 2dvdr − r2dΩ2 (3.55)
che è conosciuta come "come soluzione avanzata di Eddington-Finkelstein", in cui le geodetiche radiali nulle
entranti sono date dalle equazioni
v = A (3.56)
con A costante. La stessa cosa si può applicare alle geodetiche radiali nulle uscenti tramite la trasformazione
t→ t∗ = t− 2GM ln(r − 2GM) (3.57)
Anche con questa coordinata otteniamo la regolarità in r = 2GM ma si ha una situazione opposta in quanto
tutto ciò che si trova nella regione r < 2GM tende ad essere allontanato dall’origine. Rappresenta in poche
parole una soluzione di buco nero con tempo invertito: il cosiddetto buco bianco.
Tramite un ulteriore trasformazione,
t∗ → w = t∗ − r (3.58)
per rendere la forma più compatta, si ottiene la "soluzione soluzione ritardata di Eddington-Finkelstein", con w
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"parametro temporale ritardato"
ds2 =
(
1− 2GM
r
)
dw2 − 2dwdr − r2dΩ2 (3.59)
La soluzione può essere ulteriormente estesa facendo in modo di rappresentare le due soluzioni di Eddington-
Finkelstein in un unico diagramma. Si giunge allora all’estensione di Kruskal[10, 15].
Per arrivare a questo risultato utilizziamo sia il parametro temporale ritardato che quello avanzato introdotti
in precedenza. Dopo ulteriori trasformazioni si ottiene il sistema di coordinate (v′, w′, θ, φ) con elemento di
linea
ds2 = 16
M2G2
r
e
−
r
2MGdv′dw′ − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.60)
Se ora alle coordinate precedenti applichiamo la trasformazione
v′ → v′′ = tan−1 v
′
√
2GM
(3.61)
w′ → w′′ = tan−1 w
′
√
2GM
(3.62)
otteniamo una condizione sul raggio
− tan v′′ tanw′′ = e r2GM
( r
2GM
− 1
)
(3.63)
Dalle trasformazioni inverse
dv′
dv′′
=
√
2GM
cos2 v′′
(3.64)
(3.65)
dw′
dw′′
=
√
2GM
cos2 w′′
(3.66)
otteniamo l’elemento di linea che può essere riportato nella seguente forma
re
r
GM (cos v′′ cosw′′)2
8M3G3
ds2 = 4dv′′dw′′ − r
3e
r
GM (cos v′′ cosw′′)2
8M3G3
(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.67)
nella quale riconosciamo il fattore conforme
Ω2 =
re
r
GM (cos v′′ cosw′′)2
8M3G3
(3.68)
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e l’elemento di linea della metrica non fisica definito dalla trasformazione conforme
ds¯2 = 4dv′′dw′′ − r
3e
r
GM (cos v′′ cosw′′)2
8M3G3
(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.69)
Prima di disegnare il diagramma di Penrose dobbiamo tradurre nel nuovo sistema di coordinate la condizione
r ≥ 0. Dall’equazione per la condizione sul raggio otteniamo che r = 0 corrisponde alla condizione
tan v′′ tanw′′ = 1 (3.70)
Quindi le equazioni relative, rispettivamente, per la singolarità futura (il buco nero) e singolarità passata (buco
bianco) saranno:
v′′ = −w′′ + pi
2
(3.71)
v′′ = −w′′ − pi
2
(3.72)
Il nostro diagramma di conseguenza dovrà essere compreso tra le regioni del piano (v′′, w′′) che rispettano la
condizione
−pi
2
≤ v′′ + w′′ ≤ +pi
2
, v′′, w′′ ∈ [−pi
2
; +
pi
2
] (3.73)
L’orizzonte r = 2GM è invece rappresentato dalla condizione
tan v′′ tanw′′ = 0 (3.74)
Otteniamo di conseguenza:
• Orizzonte Passato H−
tan v′′ = 0⇒ v′′ = 0 (3.75)
ovvero l’asse w′′ nell’intervallo −pi2 ≤ w′′ ≤ +pi2
• Orizzonte Futuro H+
tanw′′ = 0⇒ w′′ = 0 (3.76)
ovvero l’asse v′′ nell’intervallo −pi2 ≤ v′′ ≤ +pi2
Il diagramnma di Penrose per la soluzione di Kruskal è rappresentato dalla Figura 3.1.
Gli orizzonti dividono il digramma in quattro parti distinte che in figura sono indicate con I, II, III, IV.
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Figura 3.1: La soluzione di Kruskal, massima estensione della metrica di Schwarzschild. Sono indicati i diversi
settori e le regioni asintotiche.
I e II sono rispettivamente la regione di buco nero e quella di buco bianco. I è la regione esterna al buco
nero asintoticamente piatta e IV appresenta una parte di spazio equivalente alla regione I che non può essere
messa in contatto causale con essa.
Dalla figura si nota che queste ultime due regioni, oltre ad essere asintoticamente piatte, hanno all’infinito
la stessa forma del diagramma di Penrose per lo spazio di Minkowski con gli stessi infiniti i−, i0, i+, I− e I+.
In questa situazione le geodetiche di tipo tempo partono da i− e, a seconda dei casi, possono sia raggiungere
i+ che attraversare l’orizzonte per poi raggiungere la singolarità in r = 0 in un tempo finito.
Le geodetiche radiali nulle entranti sono rette a −45◦ che partono da I− e che terminano nella singolarità,
quelle uscenti hanno una inclinazione di +45◦ e, se si trovano nella regione r > 2GM terminano in I+
altrimenti, se ci si trova nella regione r ≤ 2GM , terminano nella singolarità.
3.2.2 Rappesentazione con embedding diagrams e light-cones
Vogliamo cercare di rappresentare tramite embedding diagram e light-cones la metrica di Schwartzschild per
un buco nero non rotante.
Nella metrica di Schwartzschild presa in esame assumeremo le seguenti convezioni: c = 1, G = 1,M = 1.
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Otterremo quindi:
dσ2 = −
(
1− 2
r
)
dt2 +
(
1− 2
r
)−1
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
(3.77)
Descriveremo di seguito tre esempi per buchi neri non rotanti (Schwartzschild) prendendo tre coppie diverse di
coordinate, ottenendo in tal modo le "fette" spazio-temporali.
3.2.2.1 CASO 1: sezione (r, t)
Dalla metrica (3.77), la metrica (2.38) sulla sezione (r, t) diventa
dσ2 = Ndv2 +Qdw2 = −
(
1− 2
r
)
dt2 +
(
1− 2
r
)−1
dr2 (3.78)
Poniamo t = v e w = r con t lungo l’asse verticale dei diagrammi. Nell’equazione (2.40), P 2 − NQ =
−NQ = 1 ≥ 0 ovunque, così che il light-cone diagram copre l’intero range 0 < r <∞. Ponendo nella (2.38)
dσ2 = 0 dividiamo per dr e risolviamo rispetto a dtdr
dt
dr
= ± r
r − 2 (luce) (3.79)
Integrando per trovare le linee di universo di un raggio di luce otteniamo
t− t1 = ±
(
r − r1 + 2 ln
∣∣∣∣ r − 2r1 − 2
∣∣∣∣) (luce) (3.80)
dove (r1, t1) sono le coordinate iniziali del raggio di luce. Nella Figura 3.2 possiamo osservare il nostro
risultato.
Nelle coordinate di Schwarzschild la luce non può attraversare l’orizzonte degli eventi, cosicchè il cono-luce
collassa in una linea verticale. Dentro l’orizzonte degli eventi una pietra, ad esempio, come un raggio di luce,
si muove solo verso l’interno e la coordinata t scorre in avanti lungo le linee di universo della pietra A, ma
all’indietro lungo le linee di universo della pietra B.
Sempre dentro l’orizzonte degli eventi la coordinata t corre in avanti lungo la linea d’universo del raggio
C, ma a ritroso lungo le linee d’universo del raggio D. In tutti i casi la coordinata r corre verso l’interno,
verso la singolarità lungo le linee d’universo di ogni pietra e ogni raggio luminoso. Questa caratteristica della
figura (3.2) descrive il fatto che, una volta dentro l’orizzonte, qualsiasi linea di universo finisce nella singolarità.
Nella figura notiamo tre "bordi lineari". Il primo corrisponde alla sezione (φ, t) sulla quale verrà costruito
un embedding diagram. Il secondo è sempre con una sezione (φ, t) alla quale però faremo corrispondere un
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Figura 3.2: Light-cone diagram per la metrica di Schwarzschild sulla fetta (r, t) costituito dalle linee di universo
di tipo luce che mostrano il futuro (F) ed il passato (P) degli eventi. Per ogni raggio il cono-luce può essere
spostato verticalmente sia in alto che in basso senza cambiare forma. Si noti che all’interno dell’orizzonte degli
eventi tutto si muove verso l’interno.
light-cone diagram. Infine il terzo è la sezione (r, φ) sulla quale si costruirà sia un light-cone che un embedding
diagram.
3.2.2.2 CASO 2: fetta (φ, t)
Dalla metrica di Schwarzschild (3.77), la metrica (2.38) sulla sezione (φ, t) diventa
dσ2 = Ndv2 +Qdw2
= −
(
1− 2
r
)
dt2 + r2dφ2
=
(
2− r
r
)
dt2 + r2dφ2 (3.81)
con P = 0 e dr = 0. Poniamo quindi v = t e w = φ e scegliamo t come asse verticale del nostro diagramma.
Possiamo disegnare i nostri coni-luce ovunque si abbia
P 2 −NQ = −NQ = r(r − 2) ≥ 0 (r fissato) (3.82)
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vale a dire al di fuori dell’orizzonte degli eventi: r ≥ 2. L’equazione differenziale associata risulta essere
dt
dφ
= ±r
(
1− 2
r
)−1/2
= ±
(
r3
r − 2
)1/2
(luce: r ≥ 2 ed r fissato) (3.83)
Poichè r è costante, l’integrazione risulta:
t− t1 = ±
(
r3
r − 2
)1/2
(φ− φ1) (luce: r ≥ 2 ed r fissato) (3.84)
dove (t1, φ1) sono le coordinate iniziali del raggio luminoso. La Figura 3.3 ci mostra tre coni-luce con tre raggi
differenti. Si è scelto rφ come coordinata orizzontale cosicchè quando r incrementa i coni-luci tendono ad
essere linee dritte a ±45◦ come in uno spaziotempo piatto.
Figura 3.3: I coni-luce sono identici al di fuori dell’orizzonte degli eventi sulla fetta (φ, t) dall’equazione (3.84).
L’equazione (3.84) ci dice che non possiamo plottare i coni-luce dentro l’orizzonte degli eventi. Nell’equa-
zione (2.38) proviamo le coordinate
v = t, w = φ, N =
2− r
r
, P = 0, , Q = r2 (3.85)
e scegliamo t come asse verticale del diagramma. La scelte nell’equazione (3.85) conducono ad un embedding
diagram solo se l’equazione (2.41) è soddisfatta per ogni r < 2. La condizione (2.40) diviene, dopo qualche
manipolazione,
(N − 1)(Q− 1) = −2r−1(r2 − 1)(r + 1) 6= P 2 = 0 (3.86)
Questo significa che bisogna effettuare una trasformazione di coordinate per costruire un embedding diagram
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per r < 2. Scegliamo il seguente sistema di coordinate alternativo
v = t∗ =
(
2− r
r
)1/2
, w = rφ, N = 1, P = 0, , Q = 1 (3.87)
con r costante. Dal fatto che N e Q sono uguali ad 1, l’equazione (2.40) è soddisfatta. La metrica (2.38)
diviene
dσ2 = dt∗2 + d(rφ)2 (dr = 0, φ+ 2pi = φ) (3.88)
Questa è una superficie Euclidea piatta ma con condizioni al contorno cicliche, ossia il cilindro rappresentato
in Figura 3.4.
Figura 3.4: Embedding diagram per la soluzione di Schwarzschild sulla fetta (φ, t) per eventi con un dato r
fissato all’interno dell’orizzonte degli eventi.
Se ora andiamo a sostituire le quantità di (3.60) nelle equazioni (2.46)-(2.48), otteniamo
(
∂Z
∂t∗
)2
= 0 (3.89)(
∂Z
∂t∗
)(
∂Z
∂(rφ)
)
= 0 (3.90)(
∂Z
∂(rφ)
)2
= 0 (3.91)
Queste equazioni ci dicono che Z non è funzione di entrambe le coordinate (t∗ o rφ). Questa superficie di
embedding è piatta, come già preannunciato dalla (3.88).
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3.2.2.3 CASO 3: sezione (r, φ)
Dalla metrica di Schwarzschild (3.77), la metrica (2.38) diventa
dσ2 = Ndv2 +Qdw2 = +
(
r
r − 2
)
dr2 + r2dφ2 (3.92)
con P = 0 e dt = 0. Poniamo ora v = r e w = φ e scegliamo φ come coordinata lungo l’asse verticale del
diagramma. L’equazione (2.41) ci dice che i coni-luce esistono dove
P 2 −NQ = r
3
2− r ≥ 0 (condizione per la propagazione della luce) (3.93)
Cioè, i coni-luce, esistono per r < 2. Ponendo dσ = 0 i raggi luminosi devono soddisfare
dφ
dr
= ± 1
r1/2(2− r)1/2 (luce r ≤ 2) (3.94)
Per integrale tale equazione poniamo r = 2z2, così da ottenere dr = 4zdz. Allora l’equazione (3.94) ci
fornisce l’integrale:
φ− φ1 = ±
ˆ z
z1
dz
(1− z2)1/2 = ±2[arcsin z − arcsin z1] (3.95)
rφ− rφ1 = ±2r
[
arcsin
(r
2
)1/2
− arcsin
(r1
2
)1/2]
(luce, 0 < r ≤ 2) (3.96)
dove (r1, φ1) è il punto iniziale della traiettoria della luce. La figura 3.5 ci mostra il risultato per diversi raggi,
utilizzando rφ piuttosto che φ sull’asse verticale per la stessa ragione del diagramma di cono luce precedente.
L’equazione (3.94) non ha alcuna soluzione reale al di fuori dell’orizzonte degli eventi. Vogliamo quindi
costruire un embedding diagram proprio qui. Noi però non possiamo farlo a meno che l’equazione (2.40) non
sia soddisfatta con le variabili scelte come nell’ equazione (3.85)
(N − 1)(Q− 1) = 2(r
2 − 1)
r − 2 6= P
2 = 0 (3.97)
Così ancora una volta abbiamo bisogno di una trasformazione di coordinate. Invece di cambiare le coordinate
metriche , questa volta cambiamo le coordinate Euclidee da Cartesiane a polari. Un’alternativa può essere porre
dσ2 = dv2 + v2dw2 (w + 2pi = w) (3.98)
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Figura 3.5: Cono-luce nelle coordinate di Schwarzschild per differenti eventi sulla fetta (r, φ) all’interno
dell’orizzonte degli eventi. Le coordinate di Schwarzschild hanno una singolarità all’evento orizzonte, r = 2.
dove sarà posto v = r e w = φ. Riderivando l’embendding otteniamo:
dσ23 = dv
2 + v2dw2 ± dZ2 (metrica per la superficie di embedding) (3.99)
= dv2 + v2dw2 ±
(
∂Z
∂v
dv +
∂Z
∂w
dw
)2
(3.100)
=
[
1±
(
∂Z
∂v
)2]
dv2 ± 2∂Z
∂v
∂Z
∂w
dvdw +
[
v2 ±
(
∂Z
∂w
)2]
dw2 (3.101)
Uguagliando i coefficienti della metrica abbiamo:
N(v, w) = 1± (∂Z/∂v)2 (3.102)
P (v, w) = ±(∂Z/∂v)(∂Z/∂w) (3.103)
Q(v, w) = v2 ± (∂Z/∂w)2 (3.104)
Elevando al quadrato ambo i membri dell’equazione (3.103) e combinandoli insieme alle equazioni (3.102) e
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(3.104) otteniamo
P 2 = (N − 1)(Q− v2) (3.105)
Prendiamo ora come coordinate
v = r, w = φ, N =
r
r − 2 , P = 0, Q = r
2 (3.106)
Con queste scelte abbiamo P 2 = 0 come richiesto e la (3.103) ci dice che ∂Z/∂w = 0. Scegliendo
opportunamente i segni con N > 1 e r > 2, abbiamo:
(
dZ
dr
)2
= N − 1 = 2
r − 2 (3.107)
Integrando dZ/dr otteniamo:
Z(r) = ±21/2
ˆ
dr
(r − 2)1/2 = 2
2/3(r − 2)1/2 (r ≥ 2) (3.108)
Abbiamo scelto il valore positivo di Z(r) per un fatto di pura convenienza della costruzione dell’embedding
diagram. La figura 3.6 ci mostra questo embedding diagram, il famoso "tunnel", il cui profilo nel piano
φ =costante è una parabola.
Figura 3.6: Embedding diagram (r, φ) fuori dall’orizzonte degli eventi, con tunnel "parabolico" Z(r) =
23/2(r − 2)1/2. Ogni cerchio visto in prospettiva ha uno Z(r) =costante.
CAPITOLO 3. LA METRICA DI SCHWARZSCHILD 68
3.2.3 Rappesentazione nello schema duale e assoluto
Vediamo di seguito due applicazioni di embedding tramite il metodo dello Schema Assoluto e quello Duale.
3.2.3.1 Schema Assoluto
Se consideriamo un buco nero piuttosto ci si aspetta che il raggio della superficie di rotazione tenda a zero
all’orizzonte, corrispondente ad una dilatazione temporale infinita. Si potrebbe comunque anche considerare
l’interno di un Buco Nero. Supponiamo di creare un nuovo elemento di linea prendendo i valori assoluti di gtt
e gxx:
ds2 = |gtt| · dt2 + |gxx| · dx2 (3.109)
L’elemento di linea è indipendente dal tempo e definito positivo. Utilizzando l’elemento di linea per un Buco
Nero di Schwarzschild ad esempio possiamo ottenere l’embedding in Figura 3.7
Figura 3.7: L’embedding di una linea radiale passante dal centro di un buco nero di Schwartzschild, ottenuto
dalla metrica (3.109) basata sulla (3.77) (x = r).
Notiamo che la singolarità non è rappresentata in Figura 3.7. Mentre le distanze lungo il cammino nella
"trombetta" interna, dall’orizzonte alla singolarità, sono finite, il raggio di embedding è infinito alla singolarità.
Consideriamo adesso una scelta di coordinate corrispondente ad osservatori in caduta libera inizialmente a
riposo all’infinito come generatori. Prendiamo in esame un elemento di linea di una linea radiale attraverso un
Buco Nero di Schwarzschild. Ponendo c = G = 1, introduciamo delle coordinate adimensionali
x =
r
2M
, t =
toriginale
2M
, τ =
τoriginale
2M
. (3.110)
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L’elemento di linea quindi assume la forma
dτ2 =
(
1− 1
x
)
dt2 +
(
1− 1
x
)−1
dx2. (3.111)
Prendendo come generatori osservatori in caduta libera (uµ), possiamo ottenere utilizzando il formalismo
Lagrangiano la quadrivelocità uµ
uµ =
(
x
x− 1 ,−
1
x
)
⇒ uµ =
(
1,
1
x− 1
)
(3.112)
La metrica assoluta risulta quindi essere
g¯µν =
 1 + 1x 2√xx−1
2
√
x
x−1
x(x+1)
(x−1)2
 (3.113)
Prima di costruire un embedding bisogna diagonalizzare la metrica tramite una trasformazione di coordinate.
t′ = t+ φ(x) con
dφ
dx
=
g¯tx
g¯tt
(3.114)
Otteniamo quindi l’elemento di linea nelle nuove coordinate
dτ¯2 = g¯tt · dt′2 +
(
g¯xx − g¯
2
tx
g¯tt
)
· dx2 (3.115)
Inserendo le esplicite componenti della metrica assoluta abbiamo
dτ¯2 =
(
1 +
1
x
)
dt′2 +
(
1 +
1
x
)−1
dx2 (3.116)
Notiamo che niente di speciale accade con le componenti della metrica al orizzonte (x = 1). Nella singolarità
x = 0, tuttavia, la metrica assoluta è singolare. Per produrre un quadro significativo di questa geometria
dobbiamo includere le linee d’universo di osservatori in caduta libera usati per generare la geometria assoluta.
Questo lo facciamo prendendo le traiettorie come calcolate nella metrica di Schwarzschild, e trasformando le
coordinate
dx
dt′
=
dx
dt
1 + g¯txg¯tt · dxdt
(3.117)
Possiamo quindi risolvere numericamente per x(t′) o t′(x). In modo analogo possiamo risolvere per gli
osservatori in caduta libera. In figura 3.8 possiamo vedere il risultato di embedding per la "geometria assoluta".
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Figura 3.8: La linea tratteggiata è l’orizzonte degli eventi. La singolarità è fuori dall’intervallo di embedding
verso sinistra.
Si noti come i sistemi locali di Minkowski sono intrecciati sulla superficie. La dilatazione dei tempi per gli
osservatori a riposo non è ora determinata esclusivamente dal raggio di embedding locale, ma anche dal fattore
di dilatazione relativistica dell’osservatore in quiete rispetto all’ossevatore che lo genera. Questo può essere
calcolato dall’angolo delle linee di universo tra l’osservatore a riposo e il "generatore".
Per esempio un osservatore in quiete all’orizzonte sarà "disposto" a 45◦ rispetto all’osservatore "generatore",
corrispondente ad un fattore gamma infinito, e il suo orologio di conseguenza sarà completamente “congelato”.
Si scopre quindi che i generatori in caduta libera sono geodetiche anche nello spazio-tempo assoluto.
3.2.3.2 Schema Duale
Introducendo coordinate adimensionali e riscalate x = r2GM , l’ordinaria metrica di Schwarzschild è data da
a0 =
(
1− 1
x
)
c0 = −
(
1− 1
x
)−1
(3.118)
All’infinito (spaziale) abbiamo a0 = 1 e c0 = −1. La metrica è quindi ridotta a
a∞ = α
1
1− β c∞ = α
β
(1− β)2 (3.119)
Osserviamo il quoziente di a∞ con c∞:
a∞
c∞
=
1
β
− 1 (3.120)
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Vediamo che per β > 1/2 il quoziente è minore di 1. Questo implica uno "stiramento" in x. In particolare
richiedendo a∞ = 1 e c∞ = 1, si ha che α = β = 1/2, e quindi l’elemento di linea duale sarà:
ds2 =
x− 1
x− 2 · dt
2 +
x3
(x− 1)(x− 2)2 · dx
2 (3.121)
Questa metrica ha componenti positive dall’infinito fino a x = 2. Il raggio di embedding r(x) nel caso
particolare di Schwarzschild (con α = 1/2 e β = 1/2) è dato da
r(x) =
√
x− 1
x− 2 (3.122)
Notiamo che quando x tende all’infinito il raggio tende all’unità, mentre quando tende a x = 2 il raggio
diverge.
Dalla (3.122) deduciamo, quantitativamente, come il nuovo spazio-tempo duale deve apparire. La figura 3.9
ci illustra tale spazio.
Figura 3.9: Embedding della superficie descritta dalla metrica (3.121).
Si noti che il tempo è l’angolo azimutale e l’intero spazio-tempo è stratificato (infinitamente sottile), come
un rotolo di carta. La geometria dello spazio-tempo tende ad essere un cilindro quando ci spostiamo verso
l’infinito (ed è quello che ci si aspetta in assenza di gravità).
Potremmo pensare di posizionare un’automobilina giocattolo, sulla superficie. Facendo partire l’auto da un
certo punto, con direzione lungo la coordinata azimutale , spingendo la macchina essa seguirà una spirale verso
l’interno. Vediamo, in questo modo, come il muoversi lungo una traiettoria dritta (in avanti) può provocare
un’accelerazione. Inoltre, se vogliamo che l’automobilina mantenga il suo moto rimanendo ad un certo x
fissato, ci accorgiamo che dobbiamo girare le ruote, in modo che la vettura stia costantemente svoltando a
sinistra (per esempio ); vale a dire accelerazione verso l’alto. Ciò illustra in maniera eccellente come, dal punto
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di vista geometrico della relatività generale, un oggetto fermo sulla superfice terrestre in realtà stia accelerando
verso l’alto.
Figura 3.10: Embedding nello schema duale per una linea radiale che attraversa il centro di una stella. Le
geodetiche della supericie corrispondono alle geodetiche reali.
In modo qualitativo, quindi, possiamo costruire l’embedding di uno spazio-tempo di una linea attraverso un
corpo massivo, come la Terra oppure una stella. Il risultato è rappresentato in Figura 3.10: ricordando che le
geodetiche della superficie corrispondono a geodetiche reali è possibile apprezzare diverse caratteristiche del
moto.
In particolare, la zona interna della stella è (nel limite non relativistico) una sfera. Le geodetiche in
quella regione sono cerchi massimi: questo corrisponde al fatto ben noto che il potenziale gravitazionale
all’interno della stella (supponendo la densità costante) è un potenziale armonico. Di conseguenza un punto
materiale oscillerà attorno al centro. La strozzatura della superficie corrisponde invece al carattere attrattivo
della interazione gravitazionale: una geodetica uscente dalla stella tenderà a essere curvata nuovamente verso
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di essa. Questo si può apprezzare facilmente considerando la Lagrangiana
L = 1
2
(
ρ˙2 + ρ2φ˙2 + z˙2
)
, ρ = ρ(z)
che corrisponde al moto libero sulla superficie di rivoluzione ρ = ρ(z). Dall’indipendenza da φ segue la
quantità conservata
∂L
∂φ˙
= ρ2φ˙ = J
Abbiamo l’energia
E =
1
2
[
1 +
(
∂ρ
∂z
)2]
z˙2 +
J2
2ρ2(z)
dove il secondo termine assume il ruolo di un potenziale tanto maggiore quanto minore è ρ.
Come ultimo esempio di embedding nello schema Duale, prendiamo in esame lo spazio-tempo all’interno
di un Buco Nero. Richiamiamo brevemente le formule generali per la metrica duale con metrica indipendente
dal tempo, diagonale, bi-dimensionale:
a = α
a0
a0 − β c = −α
c0β
(a0 − β)2 (3.123)
All’interno dell’orizzonte abbiamo a0 negativo e c0 positivo. Condizioni necessarie e sufficienti affinchè si
abbiano a e c positivi sono di conseguenza:
0 < α (3.124)
a0 < β < 0 (3.125)
Vediamo che la metrica duale esiste, dalla singolarità verso l’esterno, per qualche valore di x, limitata dalla
scelta di β. Numericamente troviamo che la metrica esiste fino alla singolarità, mentre l’embedding è limitato.
Un embedding è dato dalla figura (3.11).
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Figura 3.11: Un embedding dello spazio-tempo all’interno di un buco nero. la singolarità è a sinistra e
l’orizzonte è a destra. Il tempo di Schwarzschild è ancora l’angolo azimutale.
Capitolo 4
Nascita di un buco nero
In questo ultimo capitolo daremo una applicazione del metodo di embedding basato sulla metrica assoluta allo
studio di un modello semplificato, dovuto a Oppenheimer e Snyder [13]. L’idea è quella di studiare l’evoluzione
di una nuvola di “polvere” sferica, sottoposta alla propria gravitazione.
Tecnicamente per “polvere” si intende un fluido privo di pressione, ed è questa semplificazione che rende il
modello trattabile analiticamente.
Data la simmetria sferica del problema, ed al teorema di Birkoff, la metrica che descrive lo spazio-tempo
all’esterno della nuvola di “polvere” è quella di Schwarzschild. All’interno della nuvola, che si suppone
omogenea, ci si attende una soluzione omogenea e isotropa.
Si può cercare allora di risolvere il problema collegando la soluzione nella regione “interna”, che
ipotizzeremo essere una metrica di Friedmann Robertson Walker, con la soluzione di Schwarzshild esterna.
Tale collegamento richiede una certa attenzione: dato che le coordinate “interne” ed “esterne” sono
differenti, non c’è ragione per supporre di poter imporre direttamente la continuità della metrica. Quello che
si può fare è calcolare quantità fisicamente osservabile al bordo della sfera utilizzando le due metriche, ed
imporre l’uguaglianza dei risultati. Questo è quanto faremo, “misurando” la lunghezza fisica di un cerchio
massimo della sfera di polvere.
Se il bordo della sfera è esterno al raggio di Schwarzschild, in realtà non esiste un orizzonte, dato che
questo dovrebbe trovarsi nella regione nella quale la metrica è in realtà quella di Friedmann Robertson Walker.
Ma la nube di polvere si contrae, a causa della gravitazione, e ad un certo momento si ha la formazione di
un orizzonte e di un buco nero di Schwarzschild.
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4.1 La soluzione interna
La metrica
gµν =

−1 0 0 0
0 a2(τ) 0 0
0 0 a2(τ)S2(χ) 0
0 0 0 a2(τ)S2(χ) sin2 θ
 (4.1)
nelle coordinate τ , χ, θ, φ con
S(χ) =

sinχ k = +1
χ k = 0
sinhχ k = −1
(4.2)
può essere soluzione dell’equazione di Einstein in presenza di polvere, purché il parametro di scala a(τ)
soddisfi una equazione differenziale opportuna.
Il tensore energia impulso è
Tαβ =
1
8pi
ρuαuβ
dove
uα = −∂ατ
4.1.1 Calcolo simboli di Christoffel
Iniziamo a calcolare i simboli di Christoffel non nulli. Otteniamo le componenti non nulle
Γτχχ = aa,τ (4.3a)
Γτθθ = aa,τS
2 (4.3b)
Γτφφ = aa,τS
2 sin2 θ (4.3c)
Γχτχ = Γ
χ
χτ =
a,τ
a
(4.3d)
Γχθθ = −SS,χ (4.3e)
Γχφφ = −SS,χ sin2 θ (4.3f)
Γθτθ = Γ
θ
θτ =
a,τ
a
(4.3g)
Γθχθ = Γ
θ
θχ =
S,χ
S
(4.3h)
Γθφφ = − sin θ cos θ (4.3i)
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Γφφτ = Γ
φ
τφ =
a,τ
a
(4.3j)
Γφχφ = Γ
φ
φχ =
S,χ
S
(4.3k)
Γφφθ = Γ
φ
θφ =
cos θ
sin θ
(4.3l)
4.1.2 Tensore di Riemann
Usando lo stesso formalismo utilizzato precedentemente per la metrica di Schwarzschild, calcoliamo adesso le
matriciGµ.
Gτ =

Γτττ Γ
τ
τχ Γ
τ
τθ Γ
τ
τφ
Γχττ Γ
χ
τχ Γ
χ
τθ Γ
χ
τφ
Γθττ Γ
θ
τχ Γ
θ
τθ Γ
θ
τφ
Γφττ Γ
φ
τχ Γ
φ
τθ Γ
φ
τφ
 =

0 0 0 0
0 a,τa 0 0
0 0 a,τa 0
0 0 0 a,τa
 (4.4a)
Gχ =

Γτχτ Γ
τ
χχ Γ
τ
χθ Γ
τ
χφ
Γχχτ Γ
χ
χχ Γ
χ
χθ Γ
χ
χφ
Γθχτ Γ
θ
χχ Γ
θ
χθ Γ
θ
χφ
Γφχτ Γ
φ
χχ Γ
φ
χθ Γ
φ
χφ
 =

0 aa,τ 0 0
a,τ
a 0 0 0
0 0
S,χ
S 0
0 0 0
S,χ
S
 (4.4b)
Gθ =

Γτθτ Γ
τ
θχ Γ
τ
θθ Γ
τ
θφ
Γχθτ Γ
χ
θχ Γ
χ
θθ Γ
χ
θφ
Γθθτ Γ
θ
θχ Γ
θ
θθ Γ
θ
θφ
Γφθτ Γ
φ
θχ Γ
φ
θθ Γ
φ
θφ
 =

0 0 aa,τ S
2 0
0 0 −SS,χ 0
a,τ
a
S,χ
S 0 0
0 0 0 cos θsin θ
 (4.4c)
Gφ =

Γτφτ Γ
τ
φχ Γ
τ
φθ Γ
τ
φφ
Γχφτ Γ
χ
φχ Γ
χ
φθ Γ
χ
φφ
Γθφτ Γ
θ
φχ Γ
θ
φθ Γ
θ
φφ
Γφφτ Γ
φ
φχ Γ
φ
φθ Γ
φ
φφ
 =

0 0 0 S2aa,τ sin
2 θ
0 0 0 − sin2 θSS,χ
0 0 0 − cos θ sin θ
a,τ
a
S,χ
S
cos θ
sin θ 0
 (4.4d)
Da queste otteniamo le componenti del tensore di Riemann
Rτχ =

0 aa,τ 0 0
a,ττ
a 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 (4.5a)
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Rχτ =

0 −aa,τ 0 0
−a,ττa 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 (4.5b)
Rτθ =

0 0 −a2,τ S2 + S2(a2,τ +aa,ττ ) 0
0 0 0 0
a,ττ
a 0 0 0
0 0 0 0
 (4.5c)
Rθτ =

0 0 a,τ S
2 − S2(a2,τ +aa,ττ ) 0
0 0 0 0
−a,ττa 0 0 0
0 0 0 0
 (4.5d)
Rτφ =

0 0 0 S2 sin2 θaa,ττ
0 0 0 0
0 0 0 0
a,ττ
a 0 0 0
 (4.5e)
Rφτ =

0 0 0 −S2 sin2 θaa,ττ
0 0 0 0
0 0 0 0
−a,ττa 0 0 0
 (4.5f)
Rχθ =

0 0 0 0
0 0 a2,τ S
2 − SS,χχ 0
0
S,χχ
S − a2,τ 0 0
0 0 0 0
 (4.5g)
Rθχ =

0 0 0 0
0 0 −a2,τ S2 + SS,χχ 0
0 −S,χχS + a2,τ 0 0
0 0 0 0
 (4.5h)
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Rχφ =

0 0 0 0
0 0 0 sin2 θ(S2,χa,τ −SS,χχ)
0 0 0 0
0
S,χχ
S − a2,τ 0 0
 (4.5i)
Rφχ =

0 0 0 0
0 0 0 − sin2 θ(S2,χa,τ −SS,χχ)
0 0 0 0
0 −S,χχS + a2,τ 0 0
 (4.5j)
Rθφ =

0 0 0 2S2aa,τ sin θ cos θ
0 0 0 0
0 0 0 sin2 θ(1 + S2a,τ −S,χ)
0 0 −1− a,τ S2 − S2,χ 0
 (4.5k)
Rφθ =

0 0 0 −2S2kaa,τ sin θ cos θ
0 0 0 0
0 0 0 − sin2 θ(1 + S2a,τ −S,χ)
0 0 1 + a,τ S
2 + S2,χ 0
 (4.5l)
da cui
Rτχτχ = aa,ττ (4.6a)
Rχττχ =
a,ττ
a
(4.6b)
Rτχχτ = −aa,ττ (4.6c)
Rχτχτ = −
a,ττ
a
(4.6d)
Rτθτθ = S
2aa,ττ (4.6e)
Rθττθ =
a,ττ
a
(4.6f)
Rτθθτ = −S2aa,ττ (4.6g)
Rτφτφ = S
2 sin2 θaa,ττ (4.6h)
Rφττφ =
a,ττ
a
(4.6i)
Rτφφτ = −S2 sin2 θaa,ττ (4.6j)
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Rφτφτ = −
a,ττ
a
(4.6k)
Rχθχθ = a
2,τ S
2 − SS,χχ (4.6l)
Rθχχθ =
S,χχ
S
− a2,τ (4.6m)
Rχθθχ = −a2,τ S2 + SS,χχ (4.6n)
Rχφχφ = S sin
2 θ(Sa,2τ −S,χχ) (4.6o)
Rχφχφ = S sin
2 θ(Sa,2τ −S,χχ) (4.6p)
Rφχχφ =
S,χχ
S
− a2,τ (4.6q)
Rχφφχ = S sin
2 θ(S,χχ − Sa,τ ) (4.6r)
Rφχφχ = −
S,χχ
S
+ a2,τ (4.6s)
Rθφθφ = sin
2 θ(1 + S2a,2τ −S2,χ) (4.6t)
Rφθθφ = −1− a,2τ S2 + S2,χ (4.6u)
Rθφφθ = sin
2 θ(−1− S2a,2τ +S2,χ) (4.6v)
Rφθφθ = 1 + a,
2
τ S
2 − S2,χ (4.6w)
Rθχθχ = −
S,χχ
S
+ a2,τ (4.6x)
4.1.3 Calcolo Tensore di Ricci e Curvatuta Scalare
Veniamo adesso al tensore di Ricci. Le componenti del Tensore di Riemann con primo indice in alto e secondo
indice in basso diversi possono essere non presi in considerazione vista la definizione
Rij = R
λ
iλj
per cui:
Rij = R
τ
iτj +R
χ
iχj +R
θ
iθj +R
φ
iφj
Le componenti non nulle del Tensore di Ricci risultano essere
Rττ = −3a,ττ
a
(4.7a)
Rχχ = aa,ττ −2S,χχ
S
+ 2a2,τ (4.7b)
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Rθθ = S
2
(
2a2,τ +aa,ττ
)− SS,χχ − S2,χ + 1 (4.7c)
Rφφ = sin
2 θRθθ (4.7d)
Lo scalare R di Ricci può essere calcolato nel seguente modo
R = gττRττ + g
χχRχχ + g
θθRθθ + g
φφRφφ
Risulta di conseguenza
R =
2− 2S2,χ + 6S2
(
a2,τ + aa,ττ
)− 4SS,χχ
a2S2
(4.8)
4.1.4 Equazioni di Einstein
Il Tensore di Einstein è definito come:
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR
Di conseguenza, nel nostro caso avremo
Gµν =

Rττ − 12gττR 0 0 0
0 Rχχ − 12gχχR 0 0
0 0 Rθθ − 12gθθR 0
0 0 0 Rφφ − 12gφφR

Mettendo insieme i risultati precedenti si trova:
Gττ =
1 + 3S2a2,τ − S2,χ − 2SS,χχ
a2S2
(4.9a)
Gχχ =
−1 + S2,χ − S2
(
a2,τ + 2aa,ττ
)
S2
(4.9b)
Gθθ = S,χχS,k − S2
(
a2,τ + 2aa,ττ
)
(4.9c)
Gφφ = sin
2 θGθθ (4.9d)
Consideriamo per prima la componente temporale, G00 = 8piT00 cioè
1 + 3S2a2,τ − S2,χ − 2SS,χχ
a2S2
= ρ
CAPITOLO 4. NASCITA DI UN BUCO NERO 82
Nel caso per noi rilevante di curvatura positiva, k = 1, questa equazione si riduce a
1 + a2,τ =
1
3
a2ρ (4.10)
Considerando invece Gχχ = 0 troviamo
1 + a2,τ +2aa,ττ = 0 (4.11)
Per risolvere l’Equazione (4.11) procediamo introducendo una nuova variabile η definita da
dη = a−1dτ
da cui
1
a
d
dη
=
d
dτ
e quindi
1− 1
a2
a2,η +2
1
a
a,ηη = 0 (4.12)
che ha per soluzione
a = A [1 + cos (η + η0)]
Possiamo adesso determinare τ(η) integrando
dτ
dη
= A [1 + cos (η + η0)]
da cui
τ = A [η + sin (η + η0)] +B
Possiamo prendere η0 = 0 e B = 0 scegliendo opportunamente l’origine del sistema di coordinate. Resta
adesso da raccordare la soluzione esterna a quella interna. Questo si può ottenere facilmente uguagliando
la lunghezza propria di una circonferenza posta sul bordo della sfera di polvere, calcolata utilizzando le due
metriche.
Nella regione interna abbiamo
Cin =
ˆ √
gφφdφ =
ˆ
a sinχ0dφ = 2pia sinχ0
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dove si è considerata la circonferenza θ = pi/2 e χ0 è il valore della coordinata χ corrispondente al bordo.
Nella regione esterna abbiamo invece
Cout =
ˆ √
gφφdφ =
ˆ
r0dφ = 2pir0
Otteniamo quindi la condizione
r0 = a sinχ0 (4.13)
Sopprimendo le coordinate angolari abbiamo quindi la metrica
ds2 =
−dτ
2 + a2(τ)dχ2 χ < χ0
− (1− 2r ) dt2 + (1− 2r )−1 dr2 r > a sinχ0
Possiamo anche utilizzare η come coordinata temporale nella regione interna. In questo caso la metrica assume
la forma, per certi versi più semplice,
ds2 =
a
2
[−dη2 + dχ2] χ < χ0
− (1− 2r ) dt2 + (1− 2r )−1 dr2 r > a sinχ0
Notare che nella zona interna si ottiene una espressione che è equivalente, a meno di una trasformazione
conforme, alla metrica di Minkowski. Questo significa che in queste coordinate le geodetiche nulle sono
inclinate di 45◦.
Per descrivere la caduta radiale dal punto di vista di un osservatore distante dobbiamo utilizzare t come
parametro temporale. La relazione tra η e t si può ottenere considerando un osservatore in caduta libera posto
sul bordo della sfera di polvere: questo significa che dχ = 0 e dr = a,ηdη sinχ0. Calcolando il tempo proprio
τo di questo osservatore nelle coordinate interne abbiamo
dτ2o = a
2dη2
e nelle coordinate esterne
dτ2o =
(
1− 2
r 0
)
dt2 −
(
1− 2
r0
)−1
a2,η sin
2 χ0dη
2
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ed eguagliando queste due espressioni troviamo
dt
dη
=
√√√√√a2 + (1− 2a sinχ0)−1 a2,η sin2 χ0
1− 2a sinχ0
(4.14)
che una volta integrata permette di trovare η(t). Notare che questa espressione è sensata solo fino a quando
r0 = a sinχ0 > 2, vale a dire fino a quando il bordo della sfera di polvere è esterno all’orizzonte.
Consideriamo adesso un possibile embedding della metrica interna. Per semplicità scegliamo osservatori
comoventi, che rimangono ad un valore costante della coordinata χ. La metrica è diagonale, ma dipende
esplicitamente dal tempo. Possiamo quindi rappresentarla come una superficie di rivoluzione, ma questa volta
la coordinata che si avvolgerà attorno all’asse sarà χ. Detto ρ(z) il profilo della superficie di rivoluzione,
dovremo identificare
a2dη2 =
[
1 +
(
∂ρ
∂z
)2]
dz2
a2dχ2 = ρ2dφ2
Ponendo ρ = a abbiamo
z =
ˆ √
a2 − a2,ηdη
= A
ˆ √
2 cos2 η + 2 cos ηdη
Otteniamo la superficie rappresentata in Figura 4.1. Si tratta di un settore della superficie di rivoluzione
descritta dalle equazioni precedenti. Nella regione esterna descritta dalla soluzione di Schwazschild
gµν =
 (1− 2r ) 0
0
(
1− 2r
)−1

La rappresentazione complessiva si ottiene raccordando le due. Occorre precisare che è necessario vedere
la superficie esterna come composta da infinite repliche “avvolte” l’una sull’altra. Dal punto di vista della
soluzione esterna questo è irrilevante, dato che la soluzione non dipende esplicitamente del tempo. Ma per
effettuare il raccordo corretto si deve identificare il bordo indicato in azzurro della superficie interna, che
corrisponde al bordo della sfera di polvere, a più di una replica di quella esterna (la linea si “avvolge” più volte).
L’identificazione si basa chiaramente sull’espressioni (4.13) e (4.14).
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χ
η
Identificare
r
t
Figura 4.1: Un possibile embedding della metrica assoluta per il modello di collasso gravitazionale.
Conclusioni
I vari metodi di visualizzazione di uno spazio-tempo sono stati descritti ed analizzati: dai metodi definiti "più
classici", come ad esempio i diagrammi di Penrose, i diagrammi dei coni-luce e dai cosiddetti embedding
diagrams. Tutti sono ottimi candidati per concepire da un punto di vista più intuitivo e diretto cosa possa
intendendersi per concetto di spazio-tempo servendosi di un approccio visivo.
I diagrammi di Penrose sono convenienti soprattutto per mostrarci le strutture causali dello spazio-tempo.
I diagrammi di embedding ci donano un importante strumento per l’intuizione e il chiarimento delle
dinamiche che possono riguardare una particella di prova situata in un certo spazio-tempo sotto certe condizioni.
Dei metodi più recenti come lo schema assoluto, presentati in questa tesi, possiamo dire che esso può
essere applicato a qualsiasi spazio-tempo, dando una metrica definita positiva. Insieme con il campo di
quadrivelocità che lo genera, porta informazioni complete circa lo spaziotempo originale lorentziano.
In generale possiamo dire che ci sono diverse applicazioni matematiche di questo schema, ma noi abbiamo
preferito concentrarci sulle quelle che sono le sue virtù pedagogiche. In tale contesto può essere istruttivo
rappresentare la forma dello spazio-tempo con una visione alternativa. La principale virtù pedagogica è,
tuttavia, che, applicato a spazi-tempo bidimensionali, lo schema assoluto ci consente di costruire embedding
che illustrano il significato di uno spazio tempo curvo.
Tali embedding non sono unici; questo dovuto alla libertà della scelta dei generatori, e di conseguenza di
rappresentazioni di embedding ma ci consente di ottenere un’immagine completamente fedele della realtà della
stuttura geometrica dello spazio-tempo.
Partendo da una conoscenza base dei sistemi Minkowskiani, possiamo ottenere una piena conoscenza delle
parti di uno spazio lorentziano tramite appunto l’embedding. Per esempio si può capire in che modo un orologio
possa scandire il tempo lungo un certo percorso oppure quale percorso seguirebbe una mela lasciata "cadere".
Inoltre possiamo dire che non abbiamo bisogno di conoscere la relatività ristretta nel suo complesso o di
parlare di sistemi di Minkowski e tempi propri per avere l’idea di come il tempo possa scorrere in modo diverso
in un certo luogo. Il concetto, cioè, che si è voluto enfatizzare è che la gravità secondo la relatività generale, è
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legato a forme, a geometria e non a forza e campi.
Le idee presentate nello schema duale sono probabilmente di uso pratico minore per calcoli e scoperte di
una "nuova" fisica. Tuttavia sono anche esse di grande valore pedagogico. Per i non esperti probabilmente una
figura ha il maggior valore pedagogico, disponendo ad esempio su tale superficie linee "in metri" e "in secondi".
Le persone quindi hanno la possibilità di vedere come la gravità , l’accelerazione può essere spiegata con la
geometria.
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